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Vorwort

Liebe Freundin, lieber Freund der Di�erentialgleichungen und Numerik!

Als ich mich im vergangenen Sommersemester (1998) zusammen mit meinen Kommilitonen auf
die Vordiplomsklausur

"
Di�erentialgleichungen und Numerik\ vorbereiten wollte, sahen wir uns

vor ein Problem gestellt: Uns fehlte ein gewisser �Uberblick �uber das Fachgebiet.
Wir hatten die �Ubungsaufgaben bearbeitet, einige Vorlesungen besucht und an den Diskussions-
stunden teilgenommen. Desweiteren verf�ugten wir neben alten Klausuren �uber das Skript zur
Vorlesung und eine geTEXte Aufgabensammlung. Das Skript war zum Verfolgen der Vorlesung
sicherlich recht gut geeignet, als Klausurvorbereitung konnte es uns aber nicht dienen, da wir vor
lauter Beweisen und mathematisch korrekten De�nitionen die wesentlichen Verfahren kaum wie-
derzu�nden vermochten. Der Ansatz eines Kommilitonen, die Verfahren seines Semesters anhand
von Aufgaben vorzustellen, war zwar besser, doch kann ich die Lekt�ure seines Werkes nur parallel
zu den �Ubungen empfehlen. Unkorrekte Bezeichner in den Aufgabenstellungen und diverse Fehler
in seinen L�osungen drohen sonst mehr Fragen aufzuwerfen, als beantwortet werden k�onnen.
Ziel meiner Zusammenfassung soll es sein, die Verfahren aus der Di�erentialgleichung und
Numerik noch einmal m�oglichst knapp in algorithmischer Form geordnet zusammenzustellen.
Ich habe dabei | zugunsten der �Ubersichtlichkeit, wie ich ho�e | bewu�t auf vollst�andige ma-

thematische Korrektheit und eine Erkl�arung der Verfahren verzichtet, weswegen dieses
Werk auch keineswegs als alleinige Lerngrundlage dienen kann. Hier sei weiterhin auf die Vorlesung
und den �Ubungsbetrieb verwiesen.
Diese Zusammenstellung will vielmehr als Ged�achtnisst�utze w�ahrend der Klausurvor-

bereitung verstanden werden und kann dar�uber hinaus vielleicht noch dazu beitragen,

da� der Zusammenhang etwas erhellt wird, in dem die einzelnen Verfahren stehen.

Zum Ein�uben der Verfahren habe ich in den Anhang ein Verzeichnis aufgenommen, in welchen
Klausuren der vergangenen Jahre die jeweiligen Aufgabentypen zu �nden sind. Diese Liste wurde
mir freundlicherweise von Florian Hasibether zur Verf�ugung gestellt.
Wer sich f�ur die Klausuren der vergangenen Jahre interessiert, wird sowohl in der Fachschaft, als
auch im Institut f�ur Geometrie und Praktische Mathematik ein reichhaltiges Angebot �nden.
Zur Abrundung dieser Zusammenfassung wurde mir von Dr. Alexei Chadrine freundlicherweise
der TEX-Sourcecode unserer Vordiplomsklausur nebst Musterl�osung zug�anglich gemacht, so da�
abschlie�end auch ein paar aktuelle Aufgaben zum Klausurtraining herangezogen werden k�onnen.
In der zweiten Au
age wurde dieses Skript neben kleinen Verbesserungen und Erg�anzungen noch
mit der aktuellen Nachklausur und der zugeh�origen Musterl�osung versehen.
Abschlie�end bleibt nur noch zu erw�ahnen, da� dieses Skript sowie weitere geTEXte Beitr�age zum
Informatik-Studium unter der URL http://www.uni-aachen.de verf�ugbar sind.

Ich w�unsche der Leserin und dem Leser, da� sie bzw. er den Mut w�ahrend der Klausurvorbereitung

nicht sinken lassen m�oge und letztlich viel Erfolg bei der Klausur!

Matthias Egerland, Herbst 1998 / Fr�uhjahr 1999
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Kapitel 1

Anfangswertprobleme

1.1 Integrationsverfahren

1.1.1 Trennung der Variablen

Typ:

y0 = f(x) � g(y) ; y(x0) = y0

Verfahren:

dy

dx
= f(x) � g(y) ,

Z
1

g(y)
dy =

Z
f(x)dx , G(y) = F (x) + c

1.1.2 Homogene Di�erentialgleichung

Typ:

y0 = f
�y
x

�
; y(x0) = y0

Verfahren:

Setze: z(x) = y
x
, dann gilt:

z0(x) =
1

x

�
y0 � y

x

�
=

1

x
(f(z)� z) mit f(z) = y0

Jetzt weiter wie bei Trennung der Variablen und Umformen auf y(x) = x � z(x).

1



1.1.3 Lineare Di�erentialgleichung

Typ:

y0 = a(x) � y + b(x)

Verfahren:

1. Zun�achst homogener Fall (b(x) = 0):

y0 = a(x) � y ,
Z

1

y
dy =

Z
a(x)dx , ln jyj =

xZ
x0

a(t)dt+ c , y = e
R
a(t)dt � c

2. Variation der Konstanten:

Sei y(x) = c(x) � e
R
a(t)dt

3. Ableiten und mit Ausgangsgleichung (y0 = a(x) � y(x) + b(x)) vergleichen.

4. Gefundene Gleichung zwischen b(x) und c0(x) nach c0(x) au
�osen und integrieren.

5. Gefundenes c(x) in gesetzte Gleichung
�
y(x) = c(x) � e

R
a(t)dt

�
einsetzen und Konstante

bestimmen.

1.1.4 Bernoulli-Di�erentialgleichung

Typ:

y0 = a(x) � y + b(x) � y� ; � 6= f0; 1g

Verfahren:

Setze z(x) = y1��.

z0(x) = (1� �)y�� � y0 = (1� �)y��(a(x)y + b(x)y�) = (1� �)(a(x)z + b(x))

Jetzt l�osen wie lineare Di�erentialgleichung.

Umformen gem�a� y(x) = z
1

1�� .



1.1.5 Di�erentialgleichung von speziellem Typ

Typ:

y0 = f

�
ax + by + c

�x+ �y + 


�
Verfahren:

I) Ist det

�
a b
� �

�
6= 0, so mache den Ansatz:

1. Berechne x0; y0 durch L�osen des Gleichungssystems:

ax + by + c = 0
�x + �y + 
 = 0

2. Setze:

�
x:= x� x0 ;

�
y (

�
x) := y(x)� y0

3. Man erh�alt:

�
y 0

(
�
x) =

d

d
�
x

�
y (

�
x) = y0(

�
x +x0) = f

 
a(
�
x +x0) + b(

�
y +y0) + c

�(
�
x +x0) + �(

�
y +y0) + 


!
= f

0
@ a+ b

�

y
�

x

�+ �
�

y
�

x

1
A

4. Jetzt l�osen wie eine homogene Di�erentialgleichung und Umformen gem�a�

y(x) =
�
y (

�
x) + y0

II) Ist det

�
a b
� �

�
= 0, so erh�alt man eine Di�erentialgleichung vom

Typ:

y0 = f(px+ qy + r)

Verfahren:

1. Substituiere u = px+ qy + r.

2. Leite u ab.

3. L�ose u0 durch Trennung der Variablen

4. y(x) ergibt sich durch Umformung des Ansatzes, also

y(x) =
u� px� r

q



1.2 L�osung �uber Fundamentalsysteme

1.2.1 Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Typ:

y(n) = a1y
(n�1) + a2y

(n�2) + : : :+ an�1y
0 + any + f(x)

Verfahren:

1. Setze

z(x) :=

0
BBB@

z1(x)
z2(x)
...

zn(x)

1
CCCA mit z1(x) = y ; z2(x) = y0 ; z3(x) = y00 ; : : : ; zn(x) = y(n�1)

2. Leite diesen Vektor ab, wobei f�ur z0n(x) = zn+1 = y(n) die in der Aufgabenstellung
gegebene Form f�ur y(n) einzusetzen ist:

z0(x) :=

0
BBB@

z2(x)
...

zn(x)
anz1(x) + : : :+ a1zn

1
CCCA+

0
BBB@

0
...
0

f(x)

1
CCCA

3. Daraus l�a�t sich eine Matrix A ablesen, mit der gilt:

z0(x) = A � z(x)+
*

f(x)

1.2.2 Lineare Di�erentialgleichungen h�oherer Ordnung

Typ:

y(n) + a1y
(n�1) + a2y

(n�2) + : : :+ any = 0

Verfahren:

1. Berechne das charakteristische Polynom

zn + a1z
n�1 + a2z

n�2 + : : :+ an = 0

2. Berechne seine Nullstellen �n .

3. Bilde ein allgemeines Fundamentalssystem f�ur den Fall:



a) Alle n Nullstellen sind verschieden:

yn = cn � e�nt

b) Die Nullstellen �1 : : : �p = � sind gleich:
(bzw. die Nullstelle � besitzt die Vielfachheit p)

y1 = e�tc1; y2 = e�tc2 � t; y3 = e�tc3 � t2; : : : ; yp = e�tcp � tp�1

c) Es handelt sich um eine komplexe Nullstelle z1 = �+ bi ; z2 = �� bi

y1 = e�tc1 � cos(bt); y2 = e�tc2 � sin(bt)

F�ur eine beliebige L�osung setze die Konstanten c1 : : : cn = 1.
F�ur eine spezielle L�osung bestimme die Konstanten aus den Anfangswerten.

1.2.3 Homogenes lineares Di�erentialgleichungssystem

Typ:

y0 = Ay(t) ; y(t0) =
*
y0

Verfahren:

1. Berechne die Eigenwerte zu A

2. Berechne zu den Eigenwerten die Eigenvektoren

3. Bestimme n Hauptvektoren, wenn A eine n� n-Matrix ist:

a) 1. Stufe

Eigenvektor � Hauptvektor

b) ggfs. 2.Stufe

(A� �iI)v2:Stufe = v1:Stufe

Multipliziere auf beiden Seiten (A � �iI) und bestimme v2:Stufe mit Hilfe der
Gau�-Elimination:

(A� �iI)
2v2:Stufe = (A� �iI)v1:Stufe = 0

Beachte: �i mu� eine Nullstelle mit Vielfachheit > 1 sein!

4. Bestimme ein Fundamentalsystem gem�a� der Formel:

yk = e�t
p�1X
j=0

tj

j!
(A� �I)jvk



5. Die allgemeine L�osungsschar ist:

y(t) =
nX
i=1

ckyk(t) = [y1(t) y2(t) � � � yn(t)]| {z }
Wronski-Matrix

0
@ c1

c2
c3

1
A

6. Aus der Anfangsbedingung lassen sich jetzt die Konstanten c1 : : : cn nach dem Gau�-
Algorithmus berechnen:

y(t0) = [y1(t0) y2(t0) � � � yn(t0)]
0
@ c1

c2
c3

1
A = y0

1.2.4 Inhomogenes lineares Di�erentialgleichungssystem

Typ a)

y0 = Ay + f(x) ; y(x0) = y0

Verfahren:

1. Berechne Fundamentalsystem undWronski-MatrixW (t) wie beim homogenen System.

2. Setze y = ya+ys mit ya = W (x)�c und ys = W (x)
R x

0
b(t)dt, wobei sich b(t) bestimmen

l�a�t per Gau�-Algorithmus:

W (t) � b(t) = f(t)

3. Bestimme und integriere b(t).

4. Berechne ys1 = W (t)B(t), wobei nur die erste Zeile der Matrixmultiplikation relevant
ist.

5. Bestimme in ya = W (x) � c den Konstantenvektor c =

0
@ c1

c2
c3

1
A mit Hilfe der Anfangs-

wertbedingung durch den Gau�-Algorithmus:

y0 = W (x0) � c

6. Berechne ya1 =W (x) � c , wobei auch hier nur die erste Zeile der Matrixmultiplikation
z�ahlt.

7. Vollende y(x) gem�a� der obigen De�nition: y = ya1 + ys1



Typ b)

y(n) + a1y
(n�1) + : : :+ a1y = f(x) ; y(x0) = y0

Verfahren:

1. Berechne ein Fundamentalsystem f�ur den homogenen Fall.

2. Bilde die Wronski-Matrix, indem das Fundamentalsystem zur ersten Zeile und jeder
weitere Eintrag aus der Ableitung des dar�uberliegenden Eintrags der Matrix berechnet
wird. Zum Beispiel:

W (x) =

0
@ e�1t e�2t e�3t

(e�1t)0 (e�2t)0 (e�3t)0

(e�1t)00 (e�2t)00 (e�3t)00

1
A

3. Der Vektor
*

f besitzt den inhomogenen Teil f(x) aus der Aufgabenstellung als letzten
Eintrag und besteht ansonsten aus Nullen:

*

f (x) =

0
BBB@

0
...
0

f(x)

1
CCCA

4. Verfahre nun weiter wie beim Typ a) ab Unterpunkt 2.

1.2.5 Eulersche Di�erentialgleichung

Typ:

anx
ny(n) + an�1x

n�1y(n�1) + : : :+ a1xy
0 + a0y = 0 ; y(x0) = y0

Verfahren:

1. Substituiere x = et und u(t) = y(et)

2. Leite u(t) n-mal ab

3. Ersetze et wieder durch x und xny(n) durch den Gleichungen entsprechende Ableitun-
gen von u.

4. L�ose diese lineare Di�erentialgleichung h�oherer Ordnung

5. Bestimme y(x) = u(lnx)





Kapitel 2

Numerische Approximationsverfahren

2.1 Ann�aherung von Funktionswerten

Allen Verfahren ist gemein, da� vor ihrer Anwendung ein Di�erentialgleichungssystem 1.
Ordnung vorliegen mu�, was u.U. erst durch eine Reduktion auf ein System 1. Ordnung
herbeigef�uhrt werden mu�. Es wird de�niert:

f(tn; z
n) := z0(x)

Aus den Anfangswerten im Startpunkt t0 berechnen wir noch z(t0).

2.1.1 Euler-Cauchy-Verfahren

Typ a) Einfacher Euler

Verfahren:

zn+1 = zn + hf(tn; z
n)

Typ b) R�uckw�artiger (impliziter) Euler

Verfahren:

zn+1 = zn + hf(tn+1|{z}
tn+h

; zn+1)

Pro Schritt mu� hierbei ein Gleichungssystem gel�ost werden. Man bringt die zn+1 auf eine
Seite und l�ost nach dem Gau�-Algorithmus. Zum Beispiel:

�
1 �h
2h (1� 2htn+1)

��
zn+1
1

zn+1
2

�
=

�
zn1

zn2 � 2zn1

�

9



Typ c) Verbesserter Euler

Verfahren:

K1 K2

0 0 K1 = f(tn; z
n)

1
2

1
2

K2 = f(tn +
1
2
h; zn + 1

2
h �K1)

0 1 zn+1 = zn + h �K2

2.1.2 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Verfahren:

K1 K2 K3 K4

0 0 K1 = f(tn; z
n)

1
2

1
2

K2 = f(tn +
1
2
h; zn + 1

2
h �K1)

1
2

0 1
2

K3 = f(tn +
1
2
h; zn + 1

2
h �K2)

1 0 0 1 K4 = f(tn + h; zn + h �K3)

1
6

1
3

1
3

1
6

zn+1 = zn + 1
6
h(K1 + 2(K2 +K3) +K4)

2.1.3 Trapezregel

Verfahren:

zn+1 = zn +
1

2
h(f(tn; zn) + f(tn+1|{z}

tn+h

; zn+1))

2.1.4 Picard-Iteration

Verfahren:

yn+1(x) = y0 +

xZ
x0

f(t; yn(t))dt



2.2 Erzeugende Funktionen

2.2.1 Di�erenzenanfangswertproblem

Typ:

aiun+i + : : :+ a2un+2 + a1un+1 + a0un = 0 ; Anfangswerte : u0; u1; : : : ; ui�1

Verfahren:

1. Berechne das charakteristische Polynom:

p(z) = aiz
i + : : :+ a2z

2 + a1z + a0

2. Bestimme seine Nullstellen �i sowie deren Vielfachheit m. Zaehle l von 0 bis m� 1.

3. Jetzt gibt es zu jeder Nullstelle eine Folge, die zu einem Fundamentalsystem f�uhrt:��
j

l

�
�j�li

�1
j=0

4. Die allgemeine L�osung, berechnet nach der Formel uj =
i�1P
k=0

ckuk , lautet dann:

uj = c1 �
�
j

l

�
�j�l1 + c2 �

�
j

l

�
�j�l2 + : : :+ ci �

�
j

l

�
�j�li

5. Jetzt wird aus den Anfangswerten ein Gleichungssystem aufgestellt, das mit Hilfe des
Gau�-Algorithmus gel�ost wird.

6. Die so erhaltenen Werte f�ur die Konstanten c1 : : : ci�1 werden in die allgemeine Formel

uj =
i�1P
k=0

ckuk eingesetzt und wir erhalten die explizite Form f�ur un.



2.3 Ann�aherung von Nullstellen / L�osen (nicht-)linearer

Gleichungssysteme

2.3.1 Unged�ampftes Newton-Verfahren

Typ a)

f(x) = 0 ; f : R ! R

Verfahren:

xn+1 = xn � f(xn)

f 0(xn)

Typ b)
*

f (x) = 0 ;
*

f : Rk ! R
k

Verfahren:

xn+1 = xn�
*

f 0 (xn)�1�
*

f (xn)

1. Setze �x := xn+1 � xn , dann gilt:
*

f 0 (xn) ��x = �
*

f (xn)

2. L�ose dieses Gleichungssystem nach dem Gau�-Algorithmus

3. Berechne neuen x-Wert gem�a� der Formel:

xn+1 = xn +�x

Hinweis:
F�ur die Konvergenz dieses Verfahrens ist ein hinreichend genauer Startwert x0 n�otig!

2.3.2 Ged�ampftes Newton-Verfahren

Typ:
Das ged�ampfte Newton-Verfahren entspricht dem normalen Newton-Verfahren bis auf einen
Vorfaktor �, durch den die Konvergenz unabh�angig vom Startwert erzwungen wird.

Verfahren:

xn+1 = xn � �
*

f 0 (xn)�1�
*

f (xn)

1. Setze � = 1

2. �Uberpr�ufe, ob folgende Beziehung gilt:

jj
*

f (xn+1)jj2 < jj
*

f (xn)jj2
3. Wenn ja, dann gem�a� dem Newton-Verfahren weiterrechnen, wenn nein, dann so lange

� halbieren und die Beziehung �uberpr�ufen, bis es stimmt.

Hinweis:

Durch Multiplikation innerhalb der quadratischen Normen auf beiden Seiten mit
*

f 0 (xn)�1

oder der Jacobi-Matrix wird die �Uberpr�ufung genauer.



2.3.3 Newton-Verfahren f�ur nichtlineare Gleichungssysteme

Typ:
Gegeben sei ein nichtlineares Gleichungssystem mit den 3 Gleichungen a; b; c in der Form
a = 0; b = 0; c = 0.
Verfahren:

1. Bilde den Funktionenvektor
*

f wie folgt:

*

f (

0
@ x

y
z

1
A) =

0
@ a

b
c

1
A

2. Bilde seine Ableitung
*

f 0 nach dem Schema

*

f 0

0
@ x

y
z

1
A =

0
@ a d

dx
a d
dy

a d
dz

b d
dx

b d
dy

b d
dz

c d
dx

c d
dy

c d
dz

1
A

3. Aus den Anfangswerten kann jetzt noch der Vektor

0
@ x0

y0
z0

1
A gebildet werden.

4. Verfahre desweiteren nach dem (un-)ged�ampften Newton-Verfahren.

2.3.4 Banachscher Fixpunktsatz

Typ:
Zu zeigen ist, da� ein nichtlineares Gleichungssystem x = � � � und y = ? ? ? auf einem
De�nitionsbereich D genau eine L�osung besitzt.
Verfahren:

1. Bilde den Vektor F

�
x
y

�
=

�
x
y

�
, also

F

�
x
y

�
=

� � � �
? ? ?

�
2. Leite diesen Vektor wie beim zuvor beschriebenen Newton-Verfahren f�ur nichtlineare

Gleichungssysteme ab:

F 0
�

x
y

�
=

� � � � d
dx

� � � d
dy

? ? ? d
dx

? ? ? d
dy

�
3. Zeige, da� der De�nitionsbereich D abgeschlossen ist.

4. Zeige, da� F selbstabbildend ist.

5. Zeige, da� F auf dem gegebenen Intervall kontrahierend ist.

6. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun, da� F auf D genau einen Fixpunkt,
das Gleichungssystem also genau eine L�osung besitzt.



2.3.5 Gau�-Elimination

Typ:

A � x = b

Verfahren:

1. Bringe die Matrix A unter Ber�ucksichtigung des Vektors b nach dem Gau�-Algorithmus
in obere Dreickecksform: 0

@ � � � �
0 � � �
0 0 � �

1
A

2. Nun gilt:

a) Es existiert keine L�osung f�ur

� = 0 ; � 6= 0

b) Es existieren unendlich viele L�osungen f�ur

� = � = 0

c) Es existiert genau eine L�osung f�ur

� 6= 0 ; � beliebig

2.3.6 Cholesky-Zerlegung

Typ:

A = LR

Verfahren:

1. Die obere Dreiecks-MatrixR entsteht durch sukzessive Anwendung des Gau�-Algorithmus,
ohne eine Zeile durch einen Faktor zu teilen.

2. Die untere Dreiecks-Matrix L ergibt sich aus den gemerkten Faktoren, die zur Elimi-
nation der jeweiligen Eintr�age mit Hilfe der dar�uberstehenden Zeile zur Bildung von
R ben�otig wurden. In die Diagonale werden Einsen geschrieben.

3. Die in Diagonalform vorliegende MatrixD besteht lediglich aus den Diagonaleintr�agen
von R.

4. Die Matrix A ist positiv de�nit, wenn jeder Eintrag von D echt gr�o�er Null ist.



5. Die Matrix A ist diagonaldominant, wenn die Summe der Betr�age der jeweiligen Zei-
leneintr�age ohne den Diagonaleintrag dieser Zeile stets kleiner oder gleich dem Betrag
dieses Diagonaleintrags ist.

nX
k=1

k 6=i

jaikj � jaiij ; i = 1; 2; : : : ; n

6. Ist die Matrix A diagonaldominant und gilt detA 6= 0, so besitzt A eine LR-Zerlegung.

7. Die Matrix A erf�ullt das Zeilensummenkriterium, wenn die Summe der Betr�age, beste-
hend aus den Quotienten der einzelnen Zeileneintr�age und dem Diagonaleintrag dieser
Zeile stets echt kleiner 1 ist.

max
1�k�n

nX
i=1

i6=k

����aikaii
���� < 1

8. Die Matrix A erf�ullt das Spaltensummenkriterium, wenn die Summe der Betr�age,
bestehend aus den Quotienten der einzelnen Spalteneintr�age und dem Diagonaleintrag
dieser Zeile stets echt kleiner 1 ist.

max
1�i�n

nX
k=1

k 6=i

����aikaii
���� < 1



2.4 Ann�aherung von Funktionen

2.4.1 Polynominterpolation

Typ:

gegeben: n St�utzstellen t1; : : : tn
Fixwerte f(t1); : : : ; f(tn)

a) Lagrange-Verfahren

Verfahren:

li(x) =

nQ
j=1;j 6=i

(x� tj)

nQ
j=1;j 6=i

(ti � tj)

1. Bilde n-mal li(x). Der Z�ahler besteht aus der Produktsumme der Di�erenzen zwischen
x und jeder, bis auf der i-ten, St�utzstelle. Der Nenner besteht aus der Produktsumme
der Di�erenzen der i-ten St�utzstelle mit jeder anderen St�utzstelle.

2. Das Polynom entsteht schlie�lich, indem vor jedes li(x) der Fixwert an dieser Stelle
multipliziert und von all diesen Termen die Summe gebildet wird:

p(f; x) =
nX
i=1

f(ti) � li(x)

b) Newton-Verfahren

Verfahren:

1. Schreibe in aufsteigender Reihenfolge die St�utzstellen untereinander.

2. Schreibe daneben die Liste der zugeh�origen Fixwerte.

3. Baue nun eine Baumstruktur auf, bestehend aus den Quotienten der Di�erenzen von
unterem und oberem Fixwert sowie den am weitesten auseinanderliegenden unteren
und oberen St�utzpunkten.

4. Nur die oberste Ergebnis-Zeile ist im folgenden relevant: Die dort stehenden Werte

f [t1]:::f [t1 : : : tn] werden jeweils mit der Produktsumme
n�1Q
i=1

(x� ti) multipliziert.

5. So ergibt sich f�ur das Polynom:

p(f; x) = f [t1] + f [t1t2] � (x� t1) + f [t1t2t3] � (x� t1)(x� t2) + : : :

: : :+ f [t1 : : : tn] �
n�1Y
i=1

(x� ti)



c) Algorithmus von Neville-Aitken

Dieses Verfahren dient der Bestimmung einer numerischen N�aherung f�ur einen Funktions-
wert an einer bestimmten Stelle.
Dazu wird das gleiche Schema, wie beim Newton-Verfahren aufgebaut, nur der Z�ahler der
Br�uche wird erg�anzt:
Die dort stehenden Funktionswerte werden jeweils mit der Di�erenz multipliziert, beste-
hend aus Position des zu berechnenden Werts sowie oberer bzw. unterer St�utzstelle (in
dieser Reihenfolge!).

2.4.2 Interpolationsfehler

Typ:
Gegeben: Polynom mit n St�utzstellen xi. Ggfs. Intervall [a; b].

Verfahren:

jf(x)� p(f; x)j| {z }
Fehler

=
1

n!
j!(x)jjf (n)(�)j ; !(x) =

nY
i=1

(x� xi)

Fehlerabsch�atzung dann durch Bestimmung des Maximums/Minimums von ! im Intervall
[a; b] oder durch Absch�atzung der n-ten Ableitung der Funktion f .

2.4.3 Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Typ:
Gegeben St�utzstellen ti mit Fixwerten f(ti) sowie ein Bildungsgesetz f(t), in dem einige
Konstanten noch unbestimmt sind.

Verfahren:

1. Stelle aus dem Bildungsgesetz, den St�utzstellen und den Fixwerten ein �uberbestimmtes
Gleichungssystem auf.

2. Schreibe es in Matrix-Form auf

A � x = b

3. Multipliziere beide Seiten mit dem Tranponierten der Matrix A

AtA � x = Atb

4. L�ose nach dem Gau�-Verfahren.

5. Setze die erhaltenen Werte f�ur die Konstanten in das Bildungsgesetz ein.





Anhang A

Formeln und Funktionswerte

A.1 Tabelle der Grundintegrale

F (x) F 0(x) = f(x)
R
f(x)dx = F (x) + c

1
n+1

xn+1 xn
R
xndx = 1

n+1
xn+1 + c

ln jxj 1
x

R
1
x
dx = ln jxj+ c

� cos x sinx
R
sinxdx = � cos x+ c

sin x cos x
R
cos xdx = sin x+ c

tanx 1
cos2 x

R
1

cos2 x
dx = tan x+ c

tanx 1 + tan2 x
R
1 + tan2 xdx = tan x+ c

cot x � 1
sin2 x

R
1

sin2 x
dx = � cot x + c

arcsin x 1p
1�x2

R
1p

1�x2 = arcsin x+ c

arctanx 1
1+x2

R
1

1+x2
= arctan x+ c

cosh x sinh x
R
sinhxdx = cosh x+ c

sinh x cosh x
R
cosh xdx = sinh x+ c

artanhx = 1
2
ln 1+x

1�x
1

1�x2
R

1
1�x2dx = 1

2
ln 1+x

1�x + c = artanh + c

� ln j cosxj tanx
R
tanx = � ln j cos xj+ c

1
a
eax eax

R
eaxdx = 1

a
eax + c

ln
�
x+

p
1 + x2

�
1p
1+x2

R
1p

1+x2
= ln

�
x+

p
1 + x2

�
+ c

ln
��x +p

x2 � 1
�� 1p

x2�1
R

1p
x2�1 = ln

��x +p
x2 � 1

�� + c
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A.2 Partielle Integration

Z
u0 � v = [u � v]�

Z
u � v0

A.3 Funktionswerte

x 0 �
6

�
4

�
3

�
2

2
3
� 3

4
� 5

6
� � 7

6
� 5

4
� 4

3
� 3

2
� 5

3
� 7

4
� 11

6
� 2�

sinx 0 1
2

1p
2

p
3
2

1
p
3
2

1p
2

1
2

0 �1
2

� 1p
2
�
p
3
2

�1 �
p
3
2

� 1p
2

�1
2

0

cos x 1
p
3
2

1p
2

1
2

0 �1
2
� 1p

2
�
p
3
2

�1 �
p
3
2

� 1p
2

�1
2

0 1
2

1p
2

p
3
2

1



Anhang B

�Ubersicht alter Klausuraufgaben

Di�erentialgleichungen

L�osen durch Trennung der Variablen und Variation der Konstanten

Vordiplom Herbst 90 Aufgabe 1 Bernoulli DGL
Vordiplom Herbst 91 Aufgabe 1 Homogene DGL
Vordiplom Herbst 92 Aufgabe 1 Homogene DGL
Vordiplom Herbst 92 Aufgabe 2 Bernoulli DGL
Vordiplom Fr�uhjahr 92 Aufgabe 1 Trennung der Variablen
Vordiplom Herbst 93 Aufgabe 2 DGL von einem speziellen Typ
Vordiplom Fr�uhjahr 94 Aufgabe 2 Bernoulli DGL
Vordiplom Fr�uhjahr 96 Aufgabe 2 Trennung der Variablen
Vordiplom Fr�uhjahr 96 Aufgabe 3 Inhomogene lineare DGL
Vordiplom Fr�uhjahr 97 Aufgabe 2 Bernoulli DGL
Vordiplom Herbst 97 Aufgabe 3 Trennung der Variablen
Vordiplom Fr�uhjahr 98 Aufgabe 3 Homogene DGL
Schein Herbst 98 Aufgabe 3 Bernoulli DGL

L�osen �uber Fundamentalsystem

Vordiplom Herbst 90 Aufgabe 2 Homogenes System linearer DGL
Vordiplom Fr�uhjahr 92 Aufgabe 2 Homogene lineare DGL h�oherer Ordnung
Vordiplom Fr�uhjahr 94 Aufgabe 3 Aufstellen eines FS
Vordiplom Herbst 96 Aufgabe 2 Euler'sche DGL
Vordiplom Herbst 96 Aufgabe 3 Homogene lineare DGL h�oherer Ordnung
Vordiplom Fr�uhjahr 97 Aufgabe 3 Homogenes System linearer DGL
Vordiplom Herbst 97 Aufgabe 2 Aufstellen eines FS
Vordiplom Fr�uhjahr 98 Aufgabe 2 Inhomogene lineare DGL
Schein Herbst 98 Aufgabe 2 Aufstellen eines FS
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N�aherungsverfahren

Newton Verfahren

Vordiplom Herbst 93 Aufgabe 3 f�ur Matrizen
Vordiplom Fr�uhjahr 96 Aufgabe 5 f�ur Matrizen
Vordiplom Herbst 96 Aufgabe 4 f�ur Matrizen
Vordiplom Fr�uhjahr 97 Aufgabe 4 Banach'scher Fixpunktsatz
Vordiplom Herbst 97 Aufgabe 5 f�ur Matrizen

Approximation von DGL-L�osungen

Vordiplom Fr�uhjahr 96 Aufgabe 4 Explizites Euler-Chauchy-Verfahren
Vordiplom Fr�uhjahr 97 Aufgabe 5 Einzelschrittverfahren
Vordiplom Herbst 97 Aufgabe 4 Implizites und verbessertes Euler-Verfahren
Vordiplom Fr�uhjahr 98 Aufgabe 4 Explizites Runge-Kutta-Verfahren
Schein Herbst 98 Aufgabe 4 Trapez-Regel

Interpolationspolynome

Vordiplom Herbst 90 Aufgabe 5 Interpolationsfehler
Vordiplom Herbst 91 Aufgabe 5 Interpolationsfehler
Vordiplom Fr�uhjahr 92 Aufgabe 5 Interpolationsfehler
Vordiplom Herbst 93 Aufgabe 5 Interpolationsfehler
Vordiplom Fr�uhjahr 96 Aufgabe 7 Newton- und Lagrange-Darstellung
Vordiplom Herbst 96 Aufgabe 5 Newton- und Lagrange-Darstellung, Interpolationsfehler
Vordiplom Fr�uhjahr 97 Aufgabe 6 Newton-Darstellung, Interpolationsfehler
Vordiplom Fr�uhjahr 98 Aufgabe 5 Newton-Form
Schein Herbst 98 Aufgabe 6 Newton-Darstellung, Interpolationsfehler

Lineare Gleichungssysteme

Vordiplom Herbst 90 Aufgabe 4 LR-Zerlegung, L�osungen
Vordiplom Herbst 91 Aufgabe 4 LR-Zerlegung, Determinante
Vordiplom Fr�uhjahr 92 Aufgabe 4 LR-Zerlegung
Vordiplom Herbst 93 Aufgabe 4 LR-Zerlegung, regul�ar
Vordiplom Fr�uhjahr 94 Aufgabe 5 LR-Zerlegung, regul�ar, L�osungen
Vordiplom Fr�uhjahr 96 Aufgabe 6 LR-Zerlegung, L�osungen
Vordiplom Herbst 96 Aufgabe 6 LR-Zerlegung, Bestimmen von Parametern
Vordiplom Herbst 97 Aufgabe 6 LGS mittels LR-Zerlegung l�osen
Vordiplom Fr�uhjahr 98 Aufgabe 6 LR-Zerlegung, pos.de�nit, L�osungen
Schein Herbst 98 Aufgabe 5 L�osungen, Cholesky-Zerlegung



Anhang C

Vordiplomsklausur Sommer 1998

C.1 Aufgabenstellung

Aufgabe 1:

Geben Sie auf der R�uckseite des Deckblatts an, ob die folgenden Aussagen jeweils richtig
oder falsch sind (jede richtige Antwort ergibt einen Punkt):

a.) Es seien I ein o�enes Intervall und A(x) eine auf I Lipschitz-stetige n�nMatrix. Dann
ist eine Wronski-Matrix (d.h. ein Fundamentalsystem) zur homogenen Gleichung

y0(x) = A(x)y(x)

eindeutig bestimmt.

b.) Seien I ein o�enes Intervall,

(x0; y0) 2 D = I � R; f(x; y) eine stetige Funktion auf D.

Ist die Di�erentialgleichung

y0(x) = f(x; y); y(x0) = y0;

lokal eindeutig l�osbar, dann besitzt diese Gleichung eine maximale L�osung.

c.) Jede nichtsingul�are Matrix besitzt eine LR-Zerlegung.

d.) Je gr�o�er die Konditionszahl einer Matrix A ist, desto kleiner ist die Emp�ndlichkeit
der L�osung des Gleichungssystems Ax = b gegen�uber St�orungen der rechten Seite.

Punkte: 4

Aufgabe 2:

L�osen Sie das Anfangswertproblem

y000(x)� y00(x)� y0(x) + y(x) = 4ex; y(0) = y0(0) = y00(0) = 0:

Punkte: 9
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Aufgabe 3:

L�osen Sie
y0(x) =

y

2x
� x

2y
; f�ur y > 0, x > 0 und y(2) = 2.

Geben Sie auch die maximale L�osung mit dem maximalen Existenzintervall an.
Punkte: 7

Aufgabe 4:

Gegeben ist die Gleichung

y00 � xy0 + y = 3; y(0) = 3; y0(0) = 2:

Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren

k1 = f(tk; yk); k2 = f(tk +
1
2
h; yk +

1
2
hk1);

k3 = f(tk +
1
2
h; yk +

1
2
hk2); k4 = f(tk + h; yk + hk3);

yk+1 = yk +
1
6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

und der Schrittweite h = 1 eine Approximation von y(1); y0(1).
Punkte: 6

Aufgabe 5:

1) Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, da� f�ur jedes a mit jaj < 1 das
nichtlineare Gleichungssystem�

x = a sin(xy)
y = a cos(xy)

auf D = f(x; y) : x2 + y2 � 1g

genau eine L�osung besitzt. F�ur den Kontraktivit�atsbeweis verwenden Sie folgende Ab-

sch�atzung der euklidischen Norm einer Matrix A: kAk2 �
�Pn

i;j=1 a
2
ij

�1=2
.

2) Andererseits gilt (wegen sin(�z) = � sin(z) und cos(�z) = cos(z)):

Ist (x�; y�) eine L�osung, dann ist (�x�; y�) auch eine L�osung.

�Uberlegen Sie diesen \Widerspruch" und verwenden Sie ihn, um die L�osung dieses Systems
explizit anzugeben.

Punkte: 6+2

Aufgabe 6:

a.) Finden Sie ein Polynom 1-ten Grades, p(x) = m+ nx, das die Daten

ti �1 0 1
yi a b c

im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode approximiert.

b.) F�ur welche a; b; c ist die Fehlerquadratsumme minimal?

Punkte: 4+2
Viel Erfolg!



C.2 Musterl�osung

Aufgabe 1

a) Falsch. 1

Eine Wronski-Matrix ist nur bis auf eine nichtsingul�are linearen Transformation bestimmt
(s. Satz 1.9(iii) der Vorlesung).

b) Falsch. 1

Um die Implikation

Eindeutigkeit
"
im kleinen\ ) Eindeutigkeit

"
im gro�en\

zu garantieren, reicht die Stetigkeit der Funktion f nicht. Z.B. die Gleichung

y0 =
p
jyj; y(x0) = y0;

ist lokal eindeutig l�osbar f�ur jedes y0 6= 0, aber f�ur ein gro�es Intervall I 3 x0 gibt es viele
L�osungen, deshalb keine maximale L�osung.
Lokal Lipschitz-stetigkeit von f auf D ist aber schon hinreichend (s. Satz 1.4).

c) Falsch (s. Bemerkung auf S. 52 der Vorlesung). 1

Z.B. gibt es keine LR-Zerlegung zu A =

�
0 1
1 1

�

d) Falsch. 1

Das Umgekehrte gilt (s. S. 52 der Vorlesung).



Aufgabe 2

1a) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

p(�) = �3 � �2 � �+ 1 = (�+ 1)(�2 � 2�+ 1) = (�+ 1)(�� 1)2:

�1 = �1; �2 = �3 = 1: 1

1b) Ein Fundamentalsystem: e�x; ex; xex: 1

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des �aquivalenten Systems:

W (x) =

0
@ e�x ex xex

�e�x ex (x+ 1)ex

e�x ex (x+ 2)ex

1
A ; f(x) =

0
@ 0

0
4ex

1
A : 1

Bemerkung: F�ur das Berechnen der Wronski-Matrix durch Bestimmung der Eigen- und
Hauptvektoren bekommt man auch 3 Punkte.

3) Eine spezielle L�osung des �aquivalenten Systems:

Ys(x) =W (x)

Z x

x0

W�1(t)f(t)| {z }
b(t)

dt; Ys(x0) = (0; 0; 0)T : 1

3a) Berechnen von b(x) =W�1(x)f(x) als L�osung des Systems W (x)b(x) = f(x):0
@ e�x ex xex 0
�e�x ex (x + 1)ex 0
e�x ex (x + 2)ex 4ex

1
A)

0
@e�x ex xex 0

0 2ex (2x+ 1)ex 0
0 0 2ex 4ex

1
A) b(x) =

0
@ e2x

�(2x + 1)
2

1
A :

1 + 1
3b) Integrieren:

~b(x) =

Z x

0

b(t) dt =

0
@ 1

2
e2x � 1

2

�(x2 + x)
2x

1
A : 1

4a) Eine spezielle L�osung der urspr�unglichen DGL:

ys(x) := [Ys(x)]1 (= die 1-ste Komponente von Ys(x)); ys(0) = y0s(0) = y00s (0) = 0;

die wegen der Nullanfangsbedingungen des AWP's die geforderte L�osung ist. 1

4b) Berechnen der L�osung des AWP's:

y(x) = ys(x) = [W (x)~b(x)]1 = ([e�x; ex; xex];~b(x))
= 1

2
ex � 1

2
e�x � (x2 + x)ex + 2x2ex

= 1
2
ex � 1

2
e�x � xex + x2ex;

1



Aufgabe 2 (Alternative)

2) Bestimmung einer speziellen L�osung durch den Ansatz

ys(x) = cx2ex: 1

Es gilt
y0s(x) = c(x2 + 2x)ex;
y00s (x) = c(x2 + 4x + 2)ex;
y000s (x) = c(x2 + 6x + 6)ex;

und
y000s � y00s � y0s + ys = 4cex := 4ex ) c = 1: 1

3a) Allgemeine L�osung:

y(x) = c1e
�x + c2e

x + c3xe
x + x2ex: 1

3b) Bestimmung der Konstanten entspechend den Anfangsbedingungen

y(0) = y0(0) = y00(0) = 0; 1

d.h. L�osung des Gleichungssystems:0
@ 1 1 0 0
�1 1 1 0
1 1 2 �2

1
A)

0
@ 1 1 0 0

0 2 1 0
0 0 2 �2

1
A) c =

0
@ �1

2
1
2

�1

1
A : 1 + 1 + 1

4) Also ist

y(x) = �1

2
e�x +

1

2
ex � xex + x2ex

die L�osung des AWP's.



Aufgabe 3

1) Die Di�erentialgleichung

y0(x) =
y

2x
� x

2y
; y(2) = 2;

ist eine homogene Di�erentialgleichung der Form y0 = f( y
x
). 1

2) Durch die Substitution

z =
y

x
) z0 =

1

x
(f(z)� z) 1

erh�alt man

z0 =
1

x

�
z

2
� 1

2z
� z

�
=

1

x

�
�z2 + 1

2z

�
; z(2) = 1: 1

3) L�osung durch Trennung der Variablen:Z
2z dz

z2 + 1
= �

Z
dx

x
) ln(z2 + 1) = � ln jxj+ lnC ) z2 + 1 =

C

x
: 1

4) Bestimmung der Konstante:
z(2) = 1) C = 4: 1

5) Resubstitution: �y
x

�2
+ 1 =

4

x
; oder y2 + x2 = 4x: 1

6) F�ur x > 0, y > 0 haben wir folgende maximale L�osung:

y =
p
x(4� x); 0 < x < 4: 1

Die Gleichung
y2 + x2 = 4x, y2 + (x� 2)2 = 22

de�niert eine Kreis, f�ur y > 0 eine Halbkreis.



Aufgabe 3 (Alternative)

1) Die Di�erentialgleichung

y0 =
y

2x
� x

2y

�
=

1

2x
y � x

2
y�1
�
; x; y > 0; y(2) = 2

ist eine Bernoulli-Di�erentialgleichung mit � = �1.

2) F�ur y > 0 erh�alt man durch die Substitution

z(x) = y1��(x) = y2(x) 1

die lineare Di�erentialgleichung

z0 =
1

x
z � x; z(2) = 4; z(x) > 0: 1

3a) L�osung der homogenen Gleichung:

z0 =
1

x
z ) ln z = lnx + c1 ) z = Cx: 1

3b) Variation der Konstanten:

C 0(x)x = �x) C(x) = �x + c2; 1

3c) Allgemeine L�osung:

z(x) = C(x)x = x(c2 � x); wenn z > 0:

4) Bestimmung der Konstante
z(2) = 4) c2 = 4: 1

5) Resubstitution:
y2(x) = x(4� x) > 0: 1

6) F�ur x; y > 0 ist die maximalle L�osung gegeben durch

y(x) =
p
x(4� x); 0 < x < 4: 1



Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung:

z(x) =

�
y(x)
y0(x)

�
=

�
z1(x)
z2(x)

�
; z(0) =

�
3
2

�
:

z0(x) :=

�
y0(x)
y00(x)

�
=

�
z2(x)

xz2(x)� z1(x) + 3

�
=: f(x; z): 1

2) Das Runge-Kutta-Verfahren mit der Schrittweite h = 1:

k1 = f(0; z(0)) = f

�
0;

�
3

2

��
=

�
2

0� 3 + 3

�
=

�
2

0

�
1

k2 = f

�
1

2
; z(0) +

1

2
k1

�
= f

�
1

2
;

�
3

2

�
+

1

2

�
2

0

��
= f

�
1

2
;

�
4

2

��
=

�
2

1� 4 + 3

�

=

�
2

0

�
= k1 1

k3 = k2 = k1 1

k4 = f(1; z(0) + k3) = f

�
1;

�
3

2

�
+

�
2

0

��
= f

�
1;

�
5

2

��
=

�
2

2� 5 + 3

�

=

�
2

0

�
= k1 1

z(1) = z(0) +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) = z(0) + k1 =

�
3

2

�
+

�
2

0

�
=

�
5

2

�
1

3) Also liefert das Runge-Kutta-Verfahren folgende Approximation�
y(1)
y0(1)

�
�
�

z1
z2

�
=

�
5
2

�
:



Aufgabe 5

1) Eine L�osung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F (x; y):�
x

y

�
= F

�
x

y

�
; wobei F

�
x

y

�
=

�
F1(x; y)
F2(x; y)

�
=

�
a sin(xy)
a cos(xy)

�
: 1

�Uberpr�ufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:

1.1) D ist o�ensichtlich abgeschlossen. 1

1.2) F ist selbstabbildend, da

8(x; y) F 2
1 (x; y) + F 2

2 (x; y) := a2[sin2(xy) + cos2(xy)] = a2 < 1; 1

d.h.
F (D) � D:

1.3) Kontraktivit�at von F . Wegen Mittelwertsatz

L := sup
(x;y)2D

kF 0(x; y)k < 1) F ist kontrahierend:

Wir haben

F 0(x; y) =

�
ay cos(xy) ax cos(xy)
�ay sin(xy) �ax sin(xy)

�
: 1

Nach dem Hinweis

L2 := sup
(x;y)2D

kF 0(x; y)k2 � sup
(x;y)2D

2X
i;j=1

[F 0
ij(x; y)]

2 = sup
x2+y2�1

a2(y2 + x2) = a2 < 1: 2

1.4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, da� F auf D genau einen Fixpunkt besitzt.

2) Da f�ur einen Fixpunkt (x�; y�) auch der Punkt (�x�; y�) ein Fixpunkt der Funktion F
ist, folgt wegen der oben bewiesenen Eindeutigkeit des Fixpunktes von F , da�

(x�; y�) = (�x�; y�) ) x� = 0: 1

Daraus folgt
y� := a cos(x�y�) = a cos 0 = a; 1

d.h.
x� = 0; y� = a

ist die (einzige) L�osung des Gleichungssystems.



Aufgabe 6

1) Gesucht ist ein Polynom p(x) = m+ nx, so da�
3X

i=1

[p(ti)� yi]
2 minimal ist.

1a) Die Koe�zienten m;n werden als Normall�osung des �uberbestimmten Gleichungssystems
p(ti) = yi gefunden, d.h. des Systems

m� n = a;
m = b;
m+ n = c;

oder

0
@ 1 �1

1 0
1 1

1
A

| {z }
A

�
m
n

�
| {z }

x

=

0
@ a

b
c

1
A

| {z }
y

: 1

1b) Man sucht die Normall�osung, d.h. die L�osung der Gleichung

ATAx = ATy: 1

Wir haben

ATAx =

�
3 0
0 2

��
m
n

�
=

�
a + b+ c
c� a

�
= ATy; 1

woraus

m =
a+ b+ c

3
; n =

c� a

2
) p(x) =

a + b+ c

3
+
c� a

2
x: 1

2a) Approximationsfehler in den St�utzstellen:

p(�1)� y1 = a+b+c
3

� c�a
2
� a = a+b+c

3
� c+a

2
= 2b�(a+c)

6

p(0)� y2 = a+b+c
3

� b = (a+c)�2b
3

p(1)� y3 = a+b+c
3

+ c�a
2
� c = a+b+c

3
� c+a

2
= 2b�(a+c)

6

1

2b) Fehlerquadratsumme:

3X
i=1

[p(ti)� yi]
2 = const � [2b� (a+ c)]2:

2c) Das Minimum, das = 0 ist, wird f�ur b =
a+ c

2
erreicht 1

Alternative

2a) Die Fehlerquadratsumme S ist immer � 0.

2b) S = 0, p(ti) = yi , die Punkte (ti; yi) auf einer Gerade liegen: 1

b� a

0� (�1) =
c� b

1� 0
) b =

a+ c

2
: 1



Anhang D

Vordiplomsklausur Fr�uhjahr 1999

D.1 Aufgabenstellung

Aufgabe 1:

Geben Sie auf der R�uckseite des Deckblatts an, ob die folgenden Aussagen jeweils richtig
oder falsch sind. Jede richtige Antwort ergibt einen Punkt, f�ur falsche Angaben gibt es
keinen Punktabzug:

a.) Es seien I ein abgeschlossenes Intervall und f : I ! I eine stetige Selbstabbildung, die
genau einen Fixpunkt x� 2 I hat. Dann existiert eine �-Umgebung U� von x�, so da�
f�ur jedes x0 2 U� die Banach'sche Iterationsfolge xk+1 = f(xk) gegen x� konvergiert.

b.) Die Di�erentialgleichung

f 000(x)� 3f 00(x) + 3f 0(x)� f(x) = sinx; x 2 (0; 1)

hat auf (0; 1) drei (3) linear unabh�angige L�osungen.

c.) F�ur einen Vektor b 2 R
n und eine Matrix A 2 R

n�n ist das lineare Gleichungssystem

ATAx = AT b

stets l�osbar.

d.) Das Anfangswertproblem

y0 = y2 + ex
2

y; y(0) = 1

ist lokal eindeutig l�osbar.

Punkte: 1+1+1+1=4
Aufgabe 2:

L�osen Sie das System der Di�erentialgleichungen�
y01(t) = 4y1(t) + y2(t);
y02(t) = �2y1(t) + y2(t) + e3t;

�
y1(0) = 0;
y2(0) = 0:

Hinweis: Reduktion auf Y 0(t) = A � Y (t) + F (t):
Punkte: 9

33



Aufgabe 3:

L�osen Sie

y0(x) = �y

x
+

y2

ln2 x
; f�ur 0 < x < 1 und y(1=e) = e:

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.
Hinweis zu einem der betre�enden Integrale: (lnx)0 = 1

x
: Punkte: 6+1=7

Aufgabe 4:

Sei y die L�osung der Di�erentialgleichung

y00(x) = 2y(x)� xy0(x); y(2) = 5; y0(2) = 4:

Berechnen Sie mit dem

a.) Euler-Cauchy-Verfahren: b.) r�uckw�artigen Euler-Cauchy-Verfahren:
yk+1 = yk + hf(xk; yk) yk+1 = yk + hf(xk+1; yk+1)

und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(3); y0(3). Punkte: 6

Aufgabe 5:

Gegeben seien

Aa

0
BB@

1 3 3 1
3 9 + a 9 + 2a 3 + a
3 9 + 2a 9 + 5a 3 + 3a
1 3 + a 3 + 3a 2 + 2a

1
CCA ; b =

0
BB@

0
2
6
3

1
CCA ; c =

0
BB@

37
11
16
25

1
CCA

a.) Bestimmen Sie die LDLT -Zerlegung der Matrix Aa.

b.) L�osen Sie das Gleichungssystem Aax = b f�ur a = 2.

c.) Wieviele L�osungen hat das lineare GLeichungssystem Aax = c f�ur a = �1?
(Begr�undung dazu) Punkte: 3+3+1=7

Aufgabe 6:

Sei p 2 P3 das kubische Interpolationspolynom zu f(x) = sin �
2
x in den folgenden Knoten

xk �3 �1 1 3
f(xk) 1 �1 1 �1

a.) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, da� f�ur den Interpolationsfehler in
x = 0 gilt:

jf(0)� p(0)j � 9

24
(�=2)4:

b.) Geben Sie p in der Newton-Form an.

c.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom q 2 P4 zu f mit der zus�atzlichen St�utzstelle
x5 = 0:

d.) Wie gro� ist der Interpolationsfehler jf(0)� p(0)j tats�achlich? (Begr�undung)

Punkte: 1+4+1+1=7
Viel Erfolg!



D.2 Musterl�osung

Aufgabe 1

a) Falsch. 1

Die dritte Voraussetzung des Banach'schen Fixpunktsatzes (Kontraktivit�at) fehlt.
Z.B. die Funktion

f(x) = 1=x; x 2 [1=2; 2]

hat genau einen Fixpunkt x� = 1, aber, wenn x0 6= 1, alterniert jede Iterationsfolge
xk+1 = f(xk) zwischen x0 und 1=x0.

b) Richtig (s. S.23 der Vorlesung). 1

Jede lineare DGL der Ordnung n mit stetiger rechten Seite hat n linear unabh�angige L�osun-
gen.

c) Richtig (s: S.81 der Vorlesung). 1

d) Richtig. 1

Die rechte Seite ist Lipschitz-stetig.



Aufgabe 2

1) �Aquivalente Formulierung:

Y 0 = A � Y (t) + F (t); Y (0) = 0; A =

�
4 1

�2 1

�
; F (t) =

�
0

e3t

�
: 1

2a) Berechnung der Eigenwerte:

det(A� �I) =

���� 4� � 1
�2 I � �

���� = �2 � 5�+ 6 = (�� 2)(�� 3) ) �1 = 2; �2 = 3: 1

2b) Bestimmung der Eigenvektoren:

�1 = 2 ) (A� 2I)v1 =

�
2 1

�2 �1
�
v1 = 0 ) v1 =

�
1

�2
�
: 1

�2 = 3 ) (A� 3I)v2 =

�
1 1

�2 �2
�
v2 = 0 ) v2 =

�
1

�1
�
: 1

2c) Berechnung des Fundamentalsystems fe�ktvkg2k=1 und einer Wronski-Matrix:

y1 = e2t
�

1
�2

�
; y2 = e3t

�
1

�1
�
; W (t) = [y1; y2] =

�
e2t e3t

�2e2t �e3t
�

1

3) L�osung des Systems (Variation der Konstanten)

Y 0 = AY + F; Y (t0) = 0 ) Y (t) =W (t)

Z t

t0

W�1(x)F (x)| {z }
b(x)

dt: 1

3a) Berechnen von b(t) = W�1(t)F (t) als L�osung des Systems W (t)b(t) = F (t):�
e2t e3t 0

�2e2t �e3t e3t

�
)

�
e2t e3t 0
0 �e3t e3t

�
) b(t) =

� �et
1

�
: 1

3b) Integrieren: ~b(t) =
R t

0
b(x)dx =

� �et + 1
t

�
: 1

3c) Berechnen von Y (t):

Y (t) =W (t)~b(t) =

�
e2t e3t

�2e2t �e3t
�� �et + 1

t

�
=

� �e3t + e2t + te3t

2e3t � 2e2t � te3t

�
: 1

P
= 9



Aufgabe 3

1) Die DGL

y0 = �y

x
+

y2

ln2 x
0 < x < 1; y(1=e) = e

ist eine Bernoulli-DGL mit � = 2.

2a) Substitution (f�ur y(x) 6= 0):

z(x) = y1��(x) = 1=y(x) 1

2b) Die lineare Di�erentialgleichung

z0 =
1

x
z � 1

ln2 x
; z(1=e) = 1=e 1

3a) L�osung der homogenen Gleichung:

z0 =
1

x
z ) ln jzj = ln jxj+ c1 ) z = Cx: 1

3b) Variation der Konstanten:

C 0(x)x = � 1

ln2 x
) C 0(x) = �1

x

1

ln2 x
) C(x) =

1

lnx
+ c2 1

3c) Allgemeine L�osung:

z(x) = C(x)x =
x

lnx
+ c2x

4) Bestimmung der Konstante:

�1=e+ c2=e = z(1=e) = 1=e ) c2 = 2: 1

5) Resubstitution:

y(x) = 1=z(x) =
lnx

x(2 lnx + 1)
: 1

6) Da f�ur x = 1=
p
e der Nenner x(2 lnx + 1) = 0 ist, und die Ungleichungen

0 < 1=e < 1=
p
e < 1

gelten, ist f�ur 0 < x < 1 das maximale Existenzintervall gegeben durch

0 < x < 1=
p
e: 1P

= 7



Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung:

z =

�
y
y0

�
=

�
z1
z2

�
; z(0) := z(2) =

�
5
4

�
: 1

z0 :=

�
y0

y

�
=

�
z2

2z1 � xz2

�
=: f(x; z): 1

a.) Euler-Cauchy-Verfahren (h = 1; x0 = 2): 
z
(1)
1

z
(1)
2

!
=

 
z
(0)
1

z
(0)
2

!
+

 
z
(0)
2

2 � z(0)1 � x0 � z(0)2

!
;

 
z
(0)
1

z
(0)
2

!
=

�
5
4

�
;

 
z
(1)
1

z
(1)
2

!
=

�
5
4

�
+

�
4

2 � 5� 2 � 4
�
=

�
9
6

�
: 1

b.) R�uckw�artiges Euler-Cauchy-Verfahren (h = 1; x1 = 3): 
z
(1)
1

z
(1)
2

!
=

 
z
(0)
1

z
(0)
2

!
+

 
z
(1)
2

2 � z(1)1 � x1 � z(1)2

!

und das �aquivalente Gleichungssystem ist:�
1 �1
�2 1 + x1

� 
z
(1)
1

z
(1)
2

!
=

 
z
(0)
1

z
(0)
2

!
=

�
5
4

�
: 1

L�osung des Gleichungssystems:�
1 �1 5

�2 4 4

�
)

�
1 �1 5
0 2 14

�
) z(1) =

�
12
7

�
: 1 + 1

P
= 6



Aufgabe 5

a.) LDLT -Zerlegung von

0
BB@

1 3 3 1
3 9 + a 9 + 2a 3 + a
3 9 + 2a 9 + 5a 3 + 3a
1 3 + a 3 + 3a 2 + 2a

1
CCA

0
BB@

1 3 3 1
3 a 2a a
3 2a 5a 3a
1 a 3a 1 + 2a

1
CCA )

0
BB@

1 3 3 1
3 a 2a a
3 2 a a
1 1 a 1 + a

1
CCA )

0
BB@

1 3 3 1
3 a 2a a
3 2 a a
1 1 1 1

1
CCA ; 3

d.h.

L =

0
BB@

1
3 1
3 2 1
1 1 1 1

1
CCA ; D = diag (1; a; a; 1); LT =

0
BB@

1 3 3 1
1 2 1

1 1
1

1
CCA

b.) a = 2 ) D = diag (1; 2; 2; 1).

LD

~yz}|{
LTx| {z }
y

= b = (0; 2; 6; 3)T :

Ly = b )

0
BB@

1
3 1
3 2 1
1 1 1 1

1
CCA y =

0
BB@

0
2
6
3

1
CCA ) y =

0
BB@

0
2
2

�1

1
CCA ; 1

D~y = y ) ~y =

0
BB@

0
1
1

�1

1
CCA ; 1

LTx = ~y )

0
BB@

1 3 3 1
1 2 1

1 1
1

1
CCA x =

0
BB@

0
1
1

�1

1
CCA ) x =

0
BB@

1
�2
2

�1

1
CCA : 1

c.) Genau eine L�osung. (F�ur a = �1 ist detAa = detD = a2 6= 0). 1

P
= 7



Aufgabe 6

a.) Interpolationsfehler:

jp(x)� f(x)j � jf (4)(�)j
4!

j!(x)j; !(x) := (x + 3)(x+ 1)(x� 1)(x� 3):

jf (4)(�)j := j(sin �
2
�)(4)j � (�=2)4; j!(0)j = 9 ) jf(0)� p(0)j � 9

24
(�=2)4: 1

b.)-c.) Die Newton-Darstellung (mit zus�atzlicher St�utzstelle 0):

�3 1
�1

�1 �1 1

2

1 �1

6
: : :

1 1 �1
2

: : :
... 0

�1 : : :
... �1

6

3 �1 : : :
... �2

3

: : : : : :
... �1

3

0 0

3

Also gilt:

p(x) = 1� (x+ 3) +
1

2
(x+ 3)(x + 1)� 1

6
(x+ 3)(x + 1)(x� 1) 1

und
q(x) � p(x) 1

d.) Deshalb gilt f(0) := q(0) = p(0), und tats�achlich ist jf(0)�p(0)j = 0: 1

P
= 7


