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Vorwort

Jeder kennt das: Man muf} eine Klausur schreiben und hat dann, wenn man mit dem
Lernen beginnen will, ein Problem: Wo bekomme ich Unterlagen zum Lernen her? Ich
besorgte mir die Unterlagen eines Kommilitonen, kopierte Tausende von Seiten aus der
Fachschaft und fing an. Oft habe ich mir tiberlegt, wie schén es wére, wenn es etwas
wie das Hamster-Skript in E-Technik gédbe, das einem die Stoffsuche abnimmt und
einen gut fiir die Klausur vorbereitet. Aus diesem Grund habe ich meine Unterlagen
zusammengetragen.

Im ersten Teil werden einige Losungsverfahren vorgestellt. Einige von ihnen sind aus
den Ubungsblittern des Lehrstuhls fiir Geometrie und praktische Mathematik iiber-
nommen, andere sind anhand von Beispielen dargestellt.

Im zweiten Teil sind die Ubungsaufgaben des Sommersemesters 1995 aufgenommen.
Sie sind nicht ganz vollstandig, manchmal fehlen Losungen zu den Aufgaben. Bei den
fehlenden Loésungen handelt es sich aber um solche, die nach guter Vorbereitung leicht
zu l6sen sein sollten.

Der dritte Teil besteht aus einigen Klausuren der Jahre 1990 — 1994, die ich aus der
Fachschaft kopiert habe. Sie sind nicht vollsténdig.

Der Anhang ist als Suchhilfe fiir Einsteiger in das Thema gedacht.

In einigen Aufgabenlésungen wird auf Sétze verwiesen. Diese stammen aus dem Vorle-
sungsskript ., Differentialgleichungen und Numerik fiir Informatiker und Physiker®* von
Henning Esser und Hubertus Th. Jongen.

Ich bitte alle, die dieses Training benutzen, freundlichst tiber Tippfehler hinwegzuse-
hen. Ich habe grofite Sorgfalt bei der Auswahl des Materials walten lassen. Dennoch
sind inhaltliche Fehler und Irrtiimer nicht auszuschliefen. Fiir Kritik und Verbesse-
rungsvorschlage wire ich dankbar (e-mail: ferrein@pool.informatik.rwth-aachen.de).

Alexander Ferrein, Oktober 1996
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Kapitel 1

LOsungen von
Differentialgleichungen

1.1 Lineare Differentialgleichung

> awlUjix = b

k=0

ist die allgemeine Darstellung einer linearen Differentialgleichung. Falls b; nicht mehr
von j abhéngt, spricht man von einer konstanten Inhomogenitat.
Losungsweg anhand eines Beispiels:

Uiy2a —Upyr =20, =4, Uy=1,U; =2.
e Bestimmung eines Fundamentalsystems der homogenen Gleichung
Uigz — Uy —2U, = 0.
Ansatz:

v, = M\
Uiy = M =)A= A1/,
Un+2 = )\n—l—? = )\2 : Un

= U, (M-2-2) =0
N——_——
char. Polynom

e Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms p().
In diesem Beispiel ist Ay = 2 und Ay = —1. Daraus ergibt sich das Fundamental-
system

FS = {{Zn}zo:l ; {(_1)71}20:0} .

3



KAPITEL 1. LOSUNGEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist damit

Un =C1 - 2n —|— Co - (_1)n

Bestimmung einer Lésung der inhomogenen Differentialgleichung. Gesucht ist ein
lo =kleinstes [ € {0,1,2} mit 37, ark! #0. Da U,pg — U,pq —2U, =0 = ay =

1,@1 = —1,Cl0 = 2.

2

l:():;%ak\ki:ao—l—al—l—ag:—2—|—(—1)—|—2:—27£0—>l0:0.
= =1

Um eine spezielle Losung fiir die Differentialgleichung zu erhalten, setzt man in

die Formel

_ b
Ty agkh

ein und erhélt in diesem Beispiel _% = —2. —2 ist also eine Losung.

U

Homogene und spezielle Losung zusammensetzen: U, = Upomogen + Uspezienn- Die
allgemeine Losung fiir U, lautet damit

Un = C1 2" + CQ(—l)n + (—2)

Ermittlung der Konstanten ¢; und ¢, so dafl diese den Anfangsbedingungen
geniigen.

Mit Uy = ¢1 + ¢ — 2 2 1 und U = 2¢ —cy —2 2 2 erhilt man das lineare

Gleichungssystem
1 1 (4] . 3
2 —1 e ]\ 4
1 1 {3\ — (1 113 . _ 2 B
2 —14 0 —3|-2 “aT3y 27
Damit lautet die Losung der Differentialgleichung
7 2

Upy==-2"4=.(=1)" —2.
5 2" +5- (=D

Lo ~T

In diesem Beispiel hatten die Nullstellen des charakteristischen Polynoms die Vielfach-
heit 1. Falls \; die Vielfachheit m; > 1 hat, ergibt sich ein anderes Fundamentalsystem.
Eine allgemeine Formel hat folgende Form:

fiir [ = 0,1,...,m; — 1 : FS:{(]Z))\{"} .
7=0

Das charakteristische Polynom p(A) = (A — 2)%(A — 3)? mit Ay = 2,m; = 2 und
A2 = 3, my = 3 hat folgendes Fundamentalsystem:

o {{Qj ;io ’ {j 2 :io ’ {3j :.;0 ’ {j ' 3j_1}:.;0 ’ { (;) ‘ 3j_2}:.;0} |



1.2. LINEARE DGL MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN 5

1.2 Lineare Differentialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten

Der Loésungsraum einer linearen Differentialgleichung mit einer Veranderlichen
n—1 L
y" () + 3 ary" = f(x)
k=0

ist stets endlichdimensional.

Ein ,Fundamentalsystem® besteht aus linear unabhéngigen Loésungen yq,...,y,. Die
zugehorige Matrix (y1(x), ...yn(2)) heiBt , Wronski- Matrix“.

Die Losung des homogenen System ist darstellbar als Linearkombination:

y(a) = Z:clyz(x) =W(x)-c

Zur Losung einer solchen Differentialgleichung sind folgende Schritte durchzufiihren:

e Bestimmung des charakteristischen Polynoms

n—1
p(A) = A"+ Z ag - \F.
k=1
e Bestimmung der Nullstellen A; (mit: = 1,...,s) mit Vielfachheit m,.

e Bildung des Fundamentalsystems F.S = {tl ~exp(A; - 1) i i (1)’ U ;nl -1 } :

Beispiel 1.2.1

y///_ 7y/ _I_ 6y — 0
Das charakteristische Polynom
pN) =X —TA+6=0

hat die Nullstellen Ay = 1, Ay = 2, A3 = —3 mit einfacher Vielfachheit. Daraus ergibt
sich das Fundamentalsystem

FS= {to et 0 et 0 e_B't} .
Daraus folgt die allgemeine Lésung der Differentialgleichung

y(x)=c1 € +cy- e + ez



6 KAPITEL 1. LOSUNGEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 1.2.2

y//_Zy/_I_y:O

Die Losung des charakteristischen Polynoms p(A) hat die Nullstelle A = 1 mit Viel-
fachheit 2. Das zugehérige Fundamentalsystem ist

FS = {to ettt el't} .

Damit ist die allgemeine Losung

Beispiel 1.2.3

y'+y=0
Das charakteristische Polynom hat die Nullstellen Ay = 7 und Ay = —i. Die komplexe
Losung lautet ' '
y(x)=c¢ - €+ ey e
Mit der Zerlegung nach Euler

ex—l—iy — % Ty

z = €
» = (iy)* = (iy)” = (iy)™
ell/ — Z = Z _|_ Z 7
= k! = (20)! = 20+ 1)!
N———
gerade Summe ungerade Summe
eV = cosy+isiny

folgt daraus die reelle Losung

y(x) =c¢ - cosa + ¢ - sinx.

1.3 Losung von Bernoulli-Differentialgleichungen

Seien g und h stetige, auf einem Intervall definierte, reellwertige Funktionen und o €

IR\{1}. Gegeben sei die Differentialgleichung

y'(z) + g(x)y(x) + h(z)y*(x) = 0 (1.1)

Fall 1: o = 0. Die Gleichung ist dann eine inhomogene lineare Differentialgleichung.
Zuniachst ist die homogene lineare Gleichung zu 16sen. Man erhélt eine spezielle Losung



1.4. TRENNUNG DER VARIABLEN 7

der inhomogenen Gleichung, wenn man die Integrationskonstante ' in der Losung
durch die Funktion C'(x) ersetzt (,, Vartiation der Konstanten“). Thre allgemeine Losung
erhdlt man dann als Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und der
speziellen Losung der inhomogenen Gleichung.

Fall 2: o € IR\{0,1}. Obige Gleichung heiit dann Bernoulli-Differentialgleichunyg.
Man multipliziert diese mit (1 — a)y~*(x) und stellt eine Differentialgleichung fiir die
durch

2(2) = y' ()

definierte Funktion z auf. Diese Gleichung 18t sich dann wie in Fall 1 16sen.

1.4 Trennung der Variablen

Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(z) = flx)g(y(x)), y(xo) = yo

mit zg,y0 € IR, f,¢g sind stetige, auf einem offenen Intervall definierte, reellwertige
Funktionen und ¢ habe keine Nullstellen.
Man multipliziere die Gleichung

dy
7 = [(@)aly)
formal mit da (, Trennung der Variablen®) und integriere dann beide Seiten, wobei die
Integrationsbereiche unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen zu wahlen sind.

1.5 Losung von homogenen Differentialgleichungs-
systemen mit konstanten Koeffizienten

Gegeben sei ein Differentialgleichungssystem
y(r)=A-y(z), welR,

wobei A eine n X n Matrix ist.

z € C"\{0} heilt Hauptvektor von A zum Eigenwert A, wenn ein p € IN existiert
mit (A — AE)?z = 0. Man spricht von einem Hauptvektor der Stufe p, falls p in
obiger Bedingung minimal gewahlt ist, d.h. (A — AE)P~'z # 0; Eigenvektoren sind
somit Hauptvektoren der 1. Stufe. Nach Satz 1.13 liefert jeder Hauptvektor von A eine
Losung der Gleichung. Ist eine Basis aus Hauptvektoren von A bekannt, so erhélt man
also eine Basis des Losungsraumes der Gleichung:

Fiir einen Hauptvektor z der Stufe p zum Eigenwert A erhdlt man eine Loésung der

Form:
p—1 t] ]

y(t) — eAtZ — e/\t
=



8 KAPITEL 1. LOSUNGEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Ist A ein Figenwert von A der algebraischen Vielfachheit m, so berechnet man, z.B. mit
Hilfe des Gauf-Algorithmus, eine Basis des m- dimensionalen Kerns von (A — AF)™.
Zu jedem Eigenwert von A erhdlt man so eine seiner Vielfachheit entsprechende Anzahl
linear unabhéngiger Hauptvektoren. Da Hauptvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
linear unabhéngig sind, liefert das Verfahren insgesamt eine Basis aus Hauptvektoren
von A.

Hinweis zur Berechnung einer Basis von Kern (A — AE)™: Okonomischer als direkte
Berechnung von m linear unabhéngigen Losungen des linearen Gleichungssystems (A —
AE)"z = 0 ist es, unter Beriicksichtigung der Inklusion

Kern(A — AE) C Kern(A — AE)* C ... C Kern(A — AE)"

zunéchst eine Basis von Kern(A — AFE) zu bestimmen, diese ggf. zu einer Basis von
Kern(A — AE)? zu erganzen und dieses Vorgehen fortzusetzen, bis man m linear un-
abhéngige Hauptvektoren bestimmt hat. Nur im ungiinstigsten Fall wird man dabei
(A — AE)™ berechnen miissen.



Kapitel 2

Numerische Losungen von
Anfangswertproblemen

Die folgenden Verfahren sind numerische Losungen von Anfangswertproblemen. An
dieser Stelle ist nur kurz die Rekursionsgleichung des betreffenden Verfahrens angeben.

In Teil IT werden die Verfahren anhand der Ubungsaufgaben klar.

2.1 Das Euler-Verfahren

Yigr = Yi + hif(ti,yi) 1=0,...,N—1

2.2 Das Euler-Cauchy-Verfahren

Zntl) — 7)oy, ftn, Z(”))

2.3 Implizites Euler-Cauchy-Verfahren

Zntl) — 7)oy, F(tnga, Z(”+1))
2.4 Das Runge-Kutta-Verfahren
Ky = f(t.y;)
. 1 1 .
Ky = flti+5hiyi+ 5hi- Ky

. 1 1 .
Ky = f(t;+ §hj7yj + §h]‘ - Ks)
Ky = [f(tj+hj,y; +hj- Ks)
1 . A .
Yier = Yt h {K1 +2(Ky + K3) + K4}

9






Kapitel 3

Banachscher Fixpunktsatz

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert eine Folge, die auf jeden Fall gegen den Fixpunkt!
der Funktion f in einem abgeschlossenen Intervall strebt, falls die drei Bedingungen
des Satzes erfiillt sind:

e Abgeschlossenheit, d.h. Dy = [a,b].
e Selbstabbildung, d.h. f(D) € [a, b].

e Kontraktion, d.h. [f(z) — f(y)| < L-|lz —y|A|f'(z)| < L <1

3.1 Banachscher Fixpunktsatz fiir Funktionen
Beispiel 3.1.1

Zeige, da f(x) = 3" — 2.5 genau einen Fixpunkt in [—3, —2] hat.
D = [—3, —2] ist abgeschlossen.
f 1st selbstabbildend, da f streng monoton steigend ist und

f(=2) = —2.38 € [-3, 2]
f(=3) = —2.46 € [-3, 2] }f(D) c D.

f ist kontrahierend auf D.
flz)=3"—-25=¢€"" —25= f(z)=In3-3"

F(=3) < fl(x) < f'(—=2) Vaee[-3,-2=>L=02<1

Damit sind die Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. Es gibt genau
einen Fixpunkt in [—3, —=2] und a,+1 = f(a,) konvergiert gegen den Fixpunkt a*.

!Schnittpunkt mit der Geraden y = z.

11
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KAPITEL 3. BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ

3.2 Banachscher Fixpunktsatz fiir Systeme

Das folgende Beispiel zeigt, wie man den Banachschen Fixpunktsatz fiir Systeme an-

wendet.

Beispiel 3.2.1

Zeige mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dafl das nichtlineare Gleichungssystem

genau eine Losung hat.

1
r = ?COS(ZJ})SiHSy:fI(xvy)

1
y = §arctalrl(ac—I-y):fz(e’fﬁay)

o Abgeschlossenheit: Nehme IR? als Gebiet an: IR x IR ist abgeschlossen.

o Selbstabbildung:

f(z,y): R* = R

Dieser Fall ist klar. Bei anderer Definitionsmenge miifite man die Selbstabbildung

wie in 3.1 zeigen.

e Kontraktivitat: |f'(z)] < L < 1. f'ist Jacobi-Matrix .

fla,y) = ( !

1 (el =

f ist kontrahierend mit Lipschitzkonstante L = 2

—2sin(2z)sin®y 2 cos(2x) sin’ cos y )
1 1

3(zt+y)?+3 3(zt+y)?+3
max 2 ‘sin 22 sin” y‘ + 5 ‘cos 22 sin® y cos x| ; 2
7 7 "3z +y)?+3
2|1 1|—|—3|111| 2
maX —_ . — . . S —
7 7 "3z +y)?+3
{73)
maxq —; —
73
5
-=L<1
7

-

Die Frage nach der erforderlichen Anzahl der Iterationen wird durch eine A-priori-Ab-

schiatzung gelost:

[l — 27|

n

<
T 1-17L

||l’1 — x0||oo S E=n Z (5,$0,$1,L>.



Kapitel 4

Newton-Verfahren

Gesucht ist die Nullstelle von f. Mit Newtonverfahren ndhert man sich immer mehr
an eine Nullstelle an durch die Rekursionsformel

fxr)

LTh+1 — Lk — f/(l'k)

Beispiel 4.0.2

Bestimme x = /2 mit dem Newtonverfahren. 2% = 2 & f(x) = 2% — 2 0= fllx) =
2.

I €10 I et
A Ty
1 2
= Tpt1 = —<:L‘k—|-—)
2 T
Tog = 1
1 3
= —(1 2) = —
1/3 22 17 _
= — (2422 )===1416
= 2 2<2+ 3) 12

Dies ist ein Beispiel fiir das Newtonverfahren mit einer Verdnderlichen. Fiir mehrere
Verédnderliche ist das Verfahren geringfiigig anders. Man sollte sich im Anhang iiber
Ubungsaufgaben zu diesem Thema informieren.

13






Kapitel 5

Polynom-Interpolation

Gesucht ist eine Polynomfunktion, die bei gegebenen Stiitzstellen (x;,y;) durch diese
lauft mit minimalem Grad.

5.1 Lagrange-Interpolation

Gegeben sind n Punkte (x;,y;), © = 1,...,n. Zuerst werden die Langrange-Grund-
polynome

z Ties (@ — @)
= gy

berechnet. Das Interpolationspolynom ist
=1

Beispiel 5.1.1

xi |-1]1]2]3
yi | 1| 1[4]9
Die Lagrange-Darstellung ist damit
B (x —1)(x —2)(x —3) (x4 1)(x —2)(x —3)
La(x) =11 S S ) T e T R WU TG S Ty
(z+ 1)(z — 1)(x —3) (z +1)(z —1)(x —2)
i 2+1)2-1)2-3) 9 B+1HB-1)B-2)
= (o= D =2 =)+ e+ V(e -2 —3)
—%(:1; + D)z —=1)(x—3)+ 2(1‘ + Dz —1)(x —2)

15
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5.2 Newton-Interpolation

KAPITEL 5. POLYNOM-INTERPOLATION

Das Newton-Interpolationsverfahren kommt zum gleichen Ergebnis wie das Lagrange-

Verfahren.
Differenzenschema:
co
——
€1 f 1
c1
fa— f
2— 1
f (1’1, 1}2) =
Ty — 1

T2 f2

f(ilfzal':a)
T3 f3

Das Interpolationspolynom ist

f(x%x?)) - f(xlva)

= f(il?lail/‘zail?:a)
T3 — X1

€2

La(x) = co+ e — x1) + e — 21) (@ — 22).

Das Beispiel 5.1.1 mit dem Newton-Verfahren:

v fi

101
1-1
I+1
1 1
4-1
2—1
2 4
9—4
-2
39

Damit ist das Polynom

Ls(z) =140+ 1)+ 1(z+D(x—-1)+0x+1)(xz—1)(z—-2)= 22



Kapitel 6

Numerische Verfahren fiir Matrizen

6.1 GauB-Elimination und LR-Zerlegung

Beispiel 6.1.1

Gegeben:

6.1.1 Gauf3-Elimination

—4 =2 1|-5 — —4 =2 1| -5 — —4 =2 1|5
R O 02 4G
32 1]10 0o 1 |z 0 o &3t

6.1.2 LR-Zerlegung

A=L-Rmit

S
[

A== O
— o
;/

I

=
S
o O |
B
(el N |
DO

=
Oo'“'wm —
;/

I

Iny

17



18 KAPITEL 6. NUMERISCHE VERFAHREN FUR MATRIZEN

R ist die obere Dreiecksmatrix nach der Gaufi-Elimination. Die Elemente der Matrix L
; . —ay _ _ 1 — a3y _ _3 R ; ; — a3 _ 1
sind : [y = 2L = 5yl = S = —1 vor dem ersten Eliminationsschritt, (3, = 2 =3

nach dem ersten Eliminationsschritt. Die Losungen

— 1
y=1 — und =1 2
= 3

ergeben sich aus Az =b & L(Rx) =b.
——’
=y

== O

6.2 Cholesky-Zerlegung

Sei A € IR"",n € IN eine symmetrische positiv definite Matrix. Dann besitzt A eine
(eindeutige) L R-Zerlegung, wobei die Diagonalelemente der oberen R = (7i;)ij=1...n
positiv sind. Definiert man die Diagonalmatrix D = (d;;); j=1,..., durch

di; = { i, fallsi =

0 sonst

und die obere Dreiecksmatrix S = (s;;)ij=1,...» durch

{ 1, fallsi =7y
S =

.
—L  gonst ’

so erhélt man eine Darstellung fiir A durch
A= LD*5.

Fiir die Matrix C' € IR™" definiert durch (' := DS gilt dann CT = L D.
Diese Konstruktion liefert also eine obere Dreiecksmatrix C' mit positiven Diagonalein-
tragen, so daf

A=C"TC.

6.3 Gesamtschrittverfahren

Herleitung des Gesamtschrittverfahrens

AX = b
(D+(A=D))x = b
s Dr = —(a—D)x+b
sSgp = —D7! '(A—D)J}—I-D_lb
Top1 = —D7' (A= D)z, +D7'b

ot = —D_l((A — D)l‘j —b)



6.4. EINZELSCHRITTVERFAHREN

wobei D wie folgt entsteht:

1 2 2 1 00 0 2 2
A=222|=l020]|+[20 2 |=D"
2 43 0 0 3 2 40
D (A-D)
Fixpunktverfahren:
2t = F(a?)

Betrachte die i-te Komponente

J+1
x; (Z azkxk ) .
k#

Berechnung entweder vektorweise oder komponentenweise

n=3
1
. 1 0 0
] = 0 Ty = (a12x2 + 133 — bl)
—a11
0 0
To = (@212 + azszy — bs)
—a22
. 0 0_y
T3 = (as1x] + asxy — bs).
—a33

6.4 Einzelschrittverfahren

n
g+l _ J+1 J
@ ” (Z aipy + Z aipy, —bi) )
— Uy

= k=1+1
Auch diese beiden Verfahren werden im 2. Teil deutlich.

Owi= O

w= O O

19
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Kapitel 7

Aufgaben der Ubungsblitter

7.1 System von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Aufgabenstellung
Schreiben Sie folgende Differentialgleichung 2. Ordnung um in ein System von Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung:

y"(2) + 2y (x) — y(x) = € (1 + 42® + 4z).

4 Punkte

Losung

Daraus folgt

alz) = z(e)

Also:

wobei
2z3()

fla,z(x)) = ( e (1 4 42 + 4x) — (2z5(2) + 21(2) ) '

23
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7.2 Picard-Iteration

Aufgabenstellung
Seien n € IN, zg € R, yo € IR” und A € IR™*". Losen sie das Anfangswertproblem

y'(x) = Ay(x), y(xo) = wo
durch Bestimmung des Grenzwertes der Picard-Iteration.
Hinweis: Leiten Sie ausgehend von den ersten Iterationen eine Formel fiir die k-te Ite-
ration her. Beweisen Sie diese Darstellung mittels vollstandiger Induktion. Untersuchen
Sie dann die Konvergenz der erzeugten Folge.

& Punkte

Losung

volr) = yo z€R,y0€ R",n €N

Die Picard-Iteration definiert eine Funktionenfolge

{yk}?;o Yo(7) = Yo
Yer1(z) = yo+ /xo ftye(t)) dt

= Yo -I-/ Ayi(t) dt.
o
Bestimmung von yy:

yi(z) = yo+ | Ayodt

Zo

= yo+ A(x — x0)yo.

Bestimmung von ys:
w2(r) = o +/ Ay di
= o+ [ Alyo+ Alt = zo)yo) di

1
= yo+ Alx — 20)yo + §A2(:1; — :I;O)Qyo.
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Bestimmung von ys:
ys(z) = yo+ /9: Ays(t) dt
= Yo+ /90 Alyo + At — x0)yo + lAQ(t — x9)*yo dt
= yo—l—/ Ayodt—l—/ 2(t — o) yodt—l—/ 2t — x0)*yo dt
= Yo+ Az — z0)yo + 514 (x — 20)*yo + EA (z — 20) vo.

Vermutung:

k I
yr(t) = wo+ Z W(l’ — J?O)Iyo
=1 "

koAl
-3 ?@—%WO (7.1)
Beweis durch vollstindige Induktion:
k=0 yolt) = yoy/
Die Behauptung (7.1) sei richtig fiir ein & € IN.
LS.

E—=k+1 .
Yr+r1 = Yo ‘|'/ Ayi(t) dt

Yipr —I-/ ( —(t — o)’ 0) dt

D;

Al-|—1
= %+Z/ (t — o)'yo dt
Al+1 (t _ xo)l+1 x
= Yo+ Z l T Yo .
k Al-l-l .
= Yo+ Z m(:p — o) o
k-l—l Al

= yo-l-z I :Ii—ilfo)lyo

k+1 Al

= Z 1 —(z — xo)lyo
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Grenzwert:
k Al
fim ) = Jim 32 (e o
[ole] {
= Zz?—'(l’—l'o)lyo
=0 "
= Alrmmoly (7.2)

Der Grenzwert (7.2) folgt nach Definition. Nach dem Satz von Picard-Lindeldff folgt
{yr}i—, konvergiert gleichméBig gegen y, also gilt:

A(z—m0)

y(z) =e Y-

7.3 Anfangswertproblem

Aufgabenstellung
Losen sie fiir > 1 das Anfangswertproblem

v =1 e (L”) =1

Hinweis: Setzen Sie u(x) := @ und 16sen Sie die zum gegebenen Problem dquivalente
Differentialgleichung.

9 Punkte
Losung

Setze u(x) = @ Daraus folgt

v y'(e) —y(2)
W) = L
_ 1 y(e)
= - (y () ==
_ ! () + e — u(a))
T
1
=u'(z) = —e @),
T
Anfangswert: u(1) =1 = 1.
du e~ u(®)

dx
[ . xl
:>/edt = / —ds
1 1 S
<:>etu

— Infs| +cf;
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Se'—e = Injz|—In|l]
Se'—e = Inlz
S = Injz|+e

= u(z) = In(In(z)+e).
Riicksubstituieren:
yr) = ule)a
= y(xz) = x-In(In(x)+ e).
7.4 Anfangswertproblem

Aufgabenstellung
Losen Sie fiir @ > 0 das Anfangswertproblem

y'(z) = exp(—z —y(x)) — 1, y(1)=—1.

Hinweis: Setzen Sie u(x) := y(x) + x und l6sen Sie die zum Problem &quivalente
Differentialgleichung.

9 Punkte
Losung

Setze u(x) = y(x) + x. Daraus folgt

Anfangswert: u(1) = y(1)+ 1 =0.

du
o= u(x)
= /u edt = ’ 1ds
0 1
o] = b
Se'—1 = -1
Selu) = x
&S lIn(e") = Inlz
= u(z) = In(x).

Riicksubstituieren:

= y(x) = In(z)— 2.
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7.5 Elementar integrierbare Differentialgleichungen

Aufgabenstellung
Losen Sie folgende Anfangswertprobleme und geben Sie jeweils an, auf welchem Inter-
vall die Losung definiert ist:

1.
y'(x) = —ay(x), y(1)=1,
5 Punkte
2.
10
y"(x)
y/(l') = 1’10 Y y(l) = 27
5 Punkte
3.
y'(z) = —y(a) —y"*(z), y(0) =1
10 Punkte

Losung zu 1

d_y B x
de — y(a)
Sydy = —zdx

~9 ~9
y Yy _ _:E_x
j?‘y(l) = 75 i
sz 1 B :1;2_|_1
2 2 2 2
2 ?
Sy = |=+1]-2
2
= —2242
=ylz) = V2—22

Intervalle fiir « und y bestimmen. Allgemein: y'(z) = f(x)-g(z) = f(z) = —x,9(x) =
1

P

I.=R [,=(0,00), {—\/5, \/ﬂ sind geeignete Intervalle.
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Losung zu 2

dy _ y(x)
dy 210
1 1
= 10(x)dy = ﬁdl’
v 1 N r 1
& , glo(x)dy = /1 :z,mdx
o [ @]T [
—9 2 —9 1
Sy -2 = 771
sy P = 27742771
. 1
Syl = \mTm

Intervalle fiir  und y:

I, =(1,00) [,=1(0,00)

Losung zu 3
1. Schritt: Multipliziere mit (1 — a)(y~*(x)), wobei a = 1995.

(I—a)y(z)y™(z) = —(1—a)y(@)y (z)— (1 —a)y*(z)y " (z)
= —(l—a)y' (z)-(1-a).

2. Schritt: Substitution y'~*(z) =: z(x).
Dann ist
Z(x) = (1 —a)y™()y'(x)
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
dx) = —(I-a)z(x)—(1-a)
&)+ (1 —a)z(z) = —(1—a).

3. Schritt: Homogene Differentialgleichung l6sen:

@)+ (1—a)z(z) = 0

H2) = —(1—a)s(e)

/Z(lx)dz = /—(1—a)d:1;

In(z(z)) = —(1—a)z+C
Zh(l’) — e—(l—oz)x—I—C
zh(x) =e (1—a)e ¢

29



30 KAPITEL 7. AUFGABEN DER UBUNGSBLATTER

4. Schritt: Variation der Konstanten

z(x) = e~ (1=2)z C(x)
) = —e_(l_a)gc(l —a)-Cz)+ C'(:z;)e_(l_a)gc.

Einsetzen von z/(x) in (7.3)

—(1 - oz)e_(l_a)xC(:L') + C’(:L')e_(l_a)x +(1—a)- e_(l_a)xC(:L') = —(1—-a)
& C'z)e =2 = (1 - a)
&) = —(1—a)- =
& O(X) el=2)e 1 ¢

C'(x) einsetzen:

Z(l’) — e—(l—oz)x . (_e(l—oz)x + C)
& z(x) = Ce(l=2)z _ 1,

5.Schritt: Riicksubstituieren und nach y auflésen

y(l—oz)(x) — CY . e—(l—oz)x 1

Anfangswertproblem:

1

y(0) = (C1-1)"" 21 (=2

eylz) = (27072 _1)="

y(:z;) _ (619941’_1)—@

fir z € (ng(gi),oo) .




7.6. HAUPTVEKTORBASIS 31

7.6 Hauptvektorbasis

Aufgabenstellung
Berechne nach dem Verfahren von Seite 7 eine Hauptvektorbasis fiir folgende Matrix:

21 0 —4

4 2 —4 0

01 2 —4

10 -1 2

10 Punkte
Losung
Eigenwerte der Matrix A bestimmen:
2—Xx 1 0 —4

Py(A) = det(A — \E) =

Die Eigenwerte der Matrix A sind A = 2 mit Vielfachheit 4. Jetzt mufl Kern(A — AE)?
bestimmt werden. Es gilt Kern(A — AE) C Kern(A — AE)? C Kern(A — AE)® C
Kern(A — AE)™.

Kern(A — AE):
0 1 0 —4 0 1 0 —4
4 0 —4 0 4 0 —4 0
(A=2F)r =0« 0 ) 0 —4 r=0«& 00 0 0
1 -1 0 0 0 0 0

dim(Kern(A — 2F)) = 2. Daraus folgen die Hauptvektoren 71, 25 der Stufe 1:

0
. 4
21 = Z9 = 0

1
- 0
1
0 1
Da Vo € R* gilt (A — 2E)%z = 0, folgt daraus dim(Kern(A — 2E)?) = 4. Damit sind

Z3, 24 die Hauptvektoren der Stufe 2:

=
Z3 =

o O O =
o O = O

{A, 25, 23, Z1} ist Basis aus Hauptvektoren, da det(z1, 23, 23, 21) # 0, also 71, 23, 23, 23
linear unabhéngig.
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7.7 Losungsraume von DGLen

Aufgabenstellung
Bestimme die Losungsraume folgender Differentialgleichungssysteme:

)

15 Punkte

Losung zu a
Eigenwerte bestimmen:

‘6—)\ 1

<l ‘:(6-A)(4-A)_8;»A1:2, A = 8.

Eigenvektor zu Ay : (A —2FE)z =0

() () oe i) (22) -

2 = (_14) ist Eigenvektor zu A; = 2. Eigenvektor zu Ay : (A — 8F)zy = 0.

() ) =es (00 (2)-

z1 = (;) ist Eigenvektor zu A\; = 8.
Damit ist die Losung des Differentialgleichungssystem gegeben durch

1 1
y(l’) =C- 6290 (_4) + Co - 6890 (2)7 C1,C € R.

Loésung zu b

Die Eigenwerte des Differentialgleichungssystems zu Teil b) ergeben sich aus der Be-
rechnung der Determinanten wie folgt: Ay = Ay = —1 ist Figenwert der Vielfachheit 2,
As = 1 ist Eigenwert der Vielfachheit 1.

Eigenvektor zu As:

2 0 4 :1;1 2 0 4\ [
(A-—E)z=0&| -1 =2 0 | =0a| -1 =20 r | =0
—2 0 —4 )\ s 0 0 0 T3
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Der Rang von (A — E) ist 2. Daraus folgt dim(Kern(A — F)) = 3 —2 = 1. Hauptvektor
der Stufe 1 zu A3 ist

Eigenvektor zu A;:

10 4 1 40 4\ [ 2
(A+E)n=0& | -1 0 0 v |=0a| -1 00| 2 |=0
—2 0 -2/ \ 3 0 00/ \ a3

dim(Kern(A + E)) =3 — 2 = 1. z; ist Hauptvektor der Stufe 1 zu A; mit

0
21 = 1 .
0
Kern(A + E)? :

4 0 4 4 0 4 8 0 8
(A+E?=|[ -1 0 0 -1 0 0 |=|-40 —4].
—2 0 -2 —2 0 -2 —4 0 —4

Basisvektor zu As:

8§ 0 8 T 8 0
(A+E}=0&]| -4 0 —4 z; | =0&1]0 0
-4 0 —4 T3 0 0

dim(Kern(A + E)?) =3 — 1 = 2. Damit ist

Hauptvektor der Stufe 2. Da det(zy, z2,23) # 0 (l.u.), bilden z1, 29, z3 eine Basis aus
Hauptvektoren.

My = el'tz ,—’(A —EYzy=czm=¢€| -1

j=0J" —1
0y 0
ety = M ,—’(A —EYz=cty =] 1
j=0J" 0
1y 4 0 4
etz = M ,—'(A—E)]Zzze 2+t -1 0 0 29
7=0 J- —2 0 —2
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AR 4 0 4 1
= ! 0 |++| =1 0 o 0
\ -1 2 0 -2 1
WAR! 0
= ! 0 +¢t] —1
\ -1 0

Damit sind die Losungen des Differentialgleichungssystems gegeben durch

1 1 0 2
y(:z;)cl-el’( 0 )—I—cz-el’{( 0 )—I—:L'(l) —|—03-el’(1>
—1 —1 0 —1

mit ¢1, o, c3 € IR,

7.8 Fundamentalsysteme

Aufgabenstellung
Bestimme jeweils ein Fundamentalsystem zu folgenden Differentialgleichungen:
a)
y (@) +2y" () = 2y'(x) — y(z) = 0
b)

y(5)(:1;) + 8y"'(x) + 16y'(z) = 0
10 Punkte

Losung zu a
Berechnung des charakteristischen Polynoms

p(A) = M 42X\ —2) —1=0.

Die Nullstellen von p(A) sind Ay = 1 mit Vielfachheit 1 und Ay = —1 mit Vielfachheit
3. Daher ist p(A) = (A — 1)(A + 1)?. Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem

FS — {€1~9L’7 €—1~9L’7 T - €—1~9L’7 1’2 . €—1~x} .

Loésung zu b
Das charakteristische Polynom p(A) = A° + 8A% 4+ 16\ hat die Nullstellen A; = 0
mit Vielfachheit 1, Ay = 2i, A3 = —21 jeweils mit der Vielfachheit 2. Das komplexe
Fundamentalssystem ist gegeben durch

FS — {17 €2i1’7 $€2i$, €—2ix7 xe—?il’} ]
Daraus folgt das reelle Fundamentalsystem

FS = {1, cos(2x), x cos(2x),sin(2z), x sin(2x) } .
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7.9 Randverhalten

Aufgabenstellung
Die Differentialgleichung

y'(z) = 2(y'(x))’ (7.4)

besitzt die Losung yi(x) = const und yo(x) = £1/(c1 —x) + ¢a, © < ¢1, c1,¢0 € RR.
Y2 endet in der (x,y)-Ebene. Wieso ist dies kein Widerspruch zum Randverhalten
maximaler Losungen?

5 Punkte

Losung

(7.4) hat die Losungen y; = const, y2 = £/c1 — @ + ¢, @ < ¢1, ¢1,¢3 € IR. y1, 99 sind
maximale Losungen.

Nach Satz 1.1 existiert eine Folge {x1}32,,k € IN mit limy_,. 2 = b, so dafl entweder

Jim ly ()|

oder
{(2r), y(wn) by
gegen den Rand von D konvergiert.

y'(z) = f(z,y,y) D=1’

Als nachstes mufl man (7.4) umschreiben in ein System 1. Ordnung;:

fir y(x) := £y/c1 — @ + ¢, © < ¢q gilt dann

Z(x):(iﬁ“?).

2+\/c1—x

Fiir eine Folge {xy},—, mit limy_oo x5 = ¢1 gilt
lim “Z(J}k)“ = 0.

k—oc0 o]

Das ist kein Widerspruch zu Satz 1.1.
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7.10 Euler- und Runge-Kutta-Verfahren

Aufgabenstellung
Betrachten Sie das Anfangswertproblem

y=y% y(0)=-4, 0<2<03
Bestimmen Sie Naherungen fiir y(0.1),y(0.2) und y(0.3) mit
a) dem expliziten Euler-Verfahren,
b) dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren,

jeweils zur Schrittweite o = 0.1 und vergleichen Sie diese mit den exakten Werten.

15 Punkte

Losung zu a
Berechnung der Niherung:

y(0.1) = y(0)+0.1-y*0)=—-4+0.1-16 = —2.4
y(0.2) = y(0.1)4+0.1-y*0.1) = 2.4+ 0.1 -5.76 = —1.824
y(0.3) = y(0.2)4+0.1-y%*(0.2) = —1.824 + 0.1 - 3.327 = —1,4913.

Loésung zu b
Berechnung der Niherung:

1=0: Ko = (yo) =16
Koo = (yo+0.5h - K1 0)° = (=4 +0.05-16)% = 10.24
K0 = (yo+ 0.5k - K30)* = 12.166

Kio= (yo+ h - Kzp)® = 17.747

1
= y1=yo+ ;- 0.1{16 +2(10.24 4 12.166) + 7.74} = ~2,8573

i=1: Kiy =816
Ky = 5.998
K3y = 6.54
Ky =4.854

= Yy = —2.22

1 =2 [(272 =39
[(372 — 41
[(472 - 328

= y; = —1.818.
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Vergleichsiibersicht
J | t; | exakter Wert | Euler-Verfahren | Runge-Kutta-Verfahren
010 -4.0 -4.0 -4.0
1101 -2.857143 -2.4 -2.857341
210.2 2.2 -1.824 -2.222404
3103 -1.81 -1.4913 -1.818323
7.11 Euler-Cauchy-Verfahren
Aufgabenstellung
Gegeben sein das Anfangswertproblem
y'(2) 4+ 2y (2) + 22(x) =0, y(0)=1,y'(0) =1.
Berechnen Sie die Naherungswerte fiir y(1),y'(1) und y"(x)
a) mit Hilfe des Euler-Cauchy-Verfahrens,
b) mit Hilfe des riickwartigen Euler-Cauchy-Verfahrens
jeweils zur Schrittweite h = 0.5.
15 Punkte

Losung zu a
Euler-Cauchy-Verfahren:

= () ool)=(0)
= (Do )= ()

Loésung zu b
Rickwértiges Euler-Cauchy-Verfahren:

7N (2 2

(o) = () 1o o g
AR Y/ AR

(Zé”“) + ity 2 £ b2 Z{”“)) B (Zé”))
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1. Schritt: £; = 0.5

o1 -0s (A _ [
0 175 J\zM) — \o
0
2. Schritt: ¢; = 1.0

oo\ (Ay
0 2 zZM ) T\~
5 7z = 0.75

also 70 = 0.7 .
—0.5

y(1)=0.75 ¢'(1)=-05 ¢"(1)=—1y'(1) — 2y(1) = —1.

7.12 Verhalten numerischer und exakter Losungen

Aufgabenstellung
Gegeben sei das Anfangswertproblem
ry(t) = wall)
4t = —alt) ©(0)=an0)=§, afcR (7.5)

a) Bestimmen Sie die exakte Losung x(t) = (28) von (7.5). Zeigen Sie, daf fiir alle

a, € R die Losung = von (7.5) beschrankt ist, d.h., es existiert ein C' € IR mit

e(Oll = /(23(1) + 23() <€, tER.

b) Zeigen Sie, dafl eine mit dem Euler-Verfahren berechnete approximative Losung
von (7.5) fiir jeden beliebigen Startwert unbeschrankt ist. Berechnen Sie dazu die

Differenz
e[ = [l

(k)
Dabei sei z(¥) = (i(lk) 8) die Ndherung im k-ten Schritt des Fuler-Verfahrens.
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Losung
Die allgemeine Losung ist

) = acost+ Bsint
) = —asint + fcost
|

= Jai(t) + 23(1)
— \/@2 cost + 2af3 costsint + (32 sint + a2sin’t — 2a sint cost + 3% cos?t

= a2+ (2 <c¢ firbel. a,0 € R.

7.13 Lineare Differentialgleichungen

Aufgabenstellung

a)

b)

Seien m € N, ag, ..., @, b € IR und a,, # 0. Bestimmen Sie eine Losung {uw, }°2,
der inhomogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten und
konstanter Inhomogenitat

Z QpUyp = b, ] == 0, 1, 2, (76)
k=0
Hinweis: Zeigen Sie zundchst die Existenz einer Zahl [ € {0,...,m} mit

Z akkl 7£ 0.
k=0

Benutzen Sie dabei, daf} die Vandermondsche Matriz

1 1 1 --- 1
Tog X1 Tz 0 Tp
2 2 2 2
Lo Ty Ty -0 Ty
xl oz ot .. gt
0 1 T n

firn € N,z; € IR,1 =0, 1,....n regulér ist.
Sei nun [y das kleinste dieser [. Bestimmen Sie ein « € IR, so daB u, := un' eine
Losung von (7.6) ist.

Losen Sie die Differentialgleichung
Yn42 — 6yn—|—1 + 9yn = 17 Yo = Y1 = L.

20 Punkte
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Losung zu a

Gegeben: inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten und
mit konstanter Inhomogenitat.

Beh.: 31 € {0,...,m} mit 27, apk! # 0

Beweis (indirekt):

Annahme: VI € {0,...,m} gilt 37 apk! = 0, d.h.:

[=0 ag+ar+...+a, =0
(=1 0+4+ai+2a3 +... +ma,, =0
[=2 O4+ar+ay-22+...4a, m>=0

l=m O4+ar+as-2"4+ ...+ dpy, -m™ =0

| | o
o1 2 -+ m a
=101 22 - om? ay | =o.
0 1 2m m™ A
A
A ist Vandermondsche Matriz fir (xo,x1,...,2,) = (0,1,...,m). Da det A # 0, hat
obiges Gleichungssystem nur die triviale Losung (ag, ay, ..., a,,) = 0. Also existiert | €

0,...,m mit 37, apk! # 0.
lo sei kleinstes dieser [. Sei [y gewédhlt mit Y7 apkt # 0. Setze U, = u - n. Nach
Einsetzen in die Gleichung (7.6) folgt daraus, daf}

b-nh

ZZL:O akklo

Un

die gesuchte Losung von (7.6) ist.

Loésung zu b
Das charakteristische Polynom fiir diese Differentialgleichung hat die Nullstellen A = 3
mit Vielfachheit 2. Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem

{32 (n31) " )

lo=10,da9—6+1=4%0. Die spezielle Loésung ist daher i. Daraus folgt die Losung
der Differentialgleichung:

1 3
yn:cl-3n—l—02-n-3”_1—|-1mitcl:Z,CQ:—_‘
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7.14 Cholesky-Zerlegung

Aufgabenstellung
Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix

2 6 =2
A= 6 21 0 |.
-2 0 16

10 Punkte
Losung
2 6 -2\ — 2 6 -2\ — (2 6 —2
A= 6 21 0 6 21 0 03 6
—2 0 16 —2 0 16 0 6 14
Daraus folgt
2 6 —2 1 0 0 V2 0 0
03 6 |=R 3 1 0|l=r D=0 V3 0 |.
00 2 1 21 0 0 V2

Daraus ergibt sich die Matrix CT = L - D:
V2 0 0
3vV2 V30 |,
—V2 23 V2
Damit ist die Cholesky-Zerlegung der Matrix A gegeben durch A = CTC mit

V2 32 =2
C(O \/52\/§>.
0 0 V2

7.15 GauB3-Elimination

Aufgabenstellung
Fiir welche Werte o, 3 € IR hat das Gleichungssystem

2 5 1 1
417 3 |a= 3
4 31 5+a 548

b) mehr als eine Losung,

a) genau eine Losung,
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c) keine Losung?

Verwenden Sie Gauf-Elimination und geben Sie gegebenenfalls alle Losungen an.

10 Punkte
Losung
2 5 1 —- (2 5 1 —- (2 5 1 1 00
4 17 3 0 7 1 071 |=RL=2120].
4 31 S5+« 0 21 34+« 0 0 o 2 31

Ar=bs L - Rx =b:
=

Lose nach Rz =y :

1. Fall: a # 0:

1 =

3
7 «
1
2

Das Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar.

2. Fall: o = 0:

(i) =0
rs = s€R belichig
- %(1_3)
- %(1—3—2(1—3))

Lésungsraum:{xelf{‘x:%(1—3—5(1—3)),%(1—3),3EIR}.

(ii) B # 0 ist nicht losbar.
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7.16 Newton-Verfahren

Aufgabenstellung
Bestimmen Sie Niherungen (), k = 1,2, ... fiir eine bei 2(®) = (1,1)7 liegende Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems

o Ax = 2Txad 425\ 1
f(x)'_( ta-gi-1 )70

Wenden Sie dazu das Newtonverfahren
J (x(k)) AgF) — —f (x(k))

kD) — (k) A g (R)
mit dem Startwert z(®) an. Iterieren Sie, bis Hf (x(k)) H < 1073 ist.

~ 13 Punkte
Losung
1. Schritt:
0 = (LT = (1)
B 4ot — 272 23 + 25
@) = ( da? — 323 — 1
2
1,1) =
_ 12:1;%—27:1;% —54x,
J(xth) - ( 81’1 91’2
= J(1,1) = (—815 —_594)
J (x(o)) A (x(o)) = —f (x(o))
w15 - Ar\ (=2
8 =9 /A — \o
R (1.0282'
2. Schritt:

. —0.5833
(=) = (—0.0032)

~15.7713  —57.2864
M) =
I (=) = ( 8.2539 —9.5151)

e 1.0311
Z = .
1.0273
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Damit ist f (:1;(2)) gegeben durch
—4.3986 - 1077
) —
7 (=) (—5.6355 : 10—6)‘
Die gewiinschte Genauigkeit ist nach dem 2. Schritt erreicht, da

Hf(x(k))Hoo < 1077
Hf (x(k))Hoo = 0.000043986 < 1073,

7.17 Fixpunktproblem

Aufgabenstellung
Gesucht ist eine Ndherungslosung des Gleichungssystems

61 = sin(xy) + log(az + 1)

bag = cos(xy) + tan(xg)
im Bereich D = [-1,1] x [0,1] C IR?.
Zeigen Sie dazu zunéchst, dafl in D eine eindeutige Losung existiert. Fithren Sie danach
ausgehend von 2(®) = (1,1
chung

)T einen Tterationsschritt mit einer geeigneten Iterationsglei-

2 = p (o)

aus. Wieviele Iterationsschritte sind hochstens notwendig, um eine Nédherung mit einer
Genauigkeit 1072 in der Maximum-Norm zu erhalten?

e

17 Punkte.

Losung
Umformung in ein Fixpunktproblem

o) = o 0e) = (P 2 (o) 2 (sbineFloglea £ D))
992(:1?) T g(cos T1 + tan :1;2)
Uberpriifung der Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes
e D ist abgeschlossen.

o Selbstabbildung:
Zeige: —1 < py(x) <1 Vay,as €D

1 1 1
g(sinxl + log(za+1) ) < 5 + glogZ ~028<1

<1 /" monoton wachsend

!

1(‘ +log(zy +1)) > —1
6sm:1;1 og(xs >
>1 e

11 1
a0+l > -
cte0+1) > 2
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Zeige: 0 < pa(x) <1 Vay,xy € D.
1 1
—(cosay +tanay < —cosl~024036<1
5 S—— 5
/
1 1
g(cos ryFtanay) < - €0 1 ~0.108 > 0.
>cos 1 >0

= O ist selbstabbildend auf D.

o Kontraktion: Zeige ||®'(z)|| < L <1:

Leose; ——
(I)/(l') — ( 61 6(x21+1)

—=sina,

5 5cosx§
1 1 1 1
! _ - I
el = s e+ form] gl + sl
- 1 04 1 1. |4 1
maxs{ — Ccos ;= sin —
- 6 6(0+1)"5 H(cos 1)?
1 1
< max{g + 3 0.168 + 0.6851}
1
< max{§;0.8533} =0.8333 <L <1

L = 09<1.
® ist kontrahierend mit Lipschitzkonstante I = 0.9.

Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind erfiillt. Es existiert genau
eine Losung des Gleichungssystems in D und die Fixpunktiteration

) = @ (20

konvergiert gegen eine Losung. Ausfithrung eines Iterationsschrittes:

1 (0)
v (%) B (:1;(20)) et = 2 (a) = (0.28478 ‘

Die Anzahl der Schritte, bis die Genauigkeit von 1072 erreicht ist, erhilt man durch
die A-priori-Abschéatzung

LTL
<
o = 1 =1
Die Maximum-Norm H:Jc(l) — x(O)H ergibt den Wert 0.35252. Aus der Umstellung der
Abschédtzung (7.7) nach n
()
> xT —T oo
"= In L

ergibt sich, dafl hochstens 56 Schritte erforderlich sind, um die geforderte Genauigkeit
zu erreichen.

oo s

H:Jc(l) — :z:(O)H <e. (7.7)

oo




46 KAPITEL 7. AUFGABEN DER UBUNGSBLATTER

7.18 Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Aufgabenstellung
Zur ndherungsweisen Losung des Gleichungssystems
5 =1 =1 0 Ty 3
-1 5 -1 -1 zy || 2
-1 -1 5 -1 vy | | 2
0 -1 -1 5 T4 3
fiihre man jeweils ausgehend vom Startvektor z° = (0,0,0,0)7 zwei Schritte des
Gesamt- und des Einzelverfahrens aus. 15 Punkte
Losung
Gesamtschrittverfahren:
(1) 1 3
= —— —3 = —
2
m _ o~
W _ 2
m _ 3
@ _ _l(_%_g_g) _
o 5\ 5 5 25
1 3 2 3 18
:1:22) = —C ( ——————— 2) = —
5 5 5 5 25
1 2 1
x?) = ——<—§———§—2) :—8
5 5 5 5 25
1 2 2 19
2 _ _1 _____3) _
" 5 ( 55 25
T
@ = (076 072 072 0.76 )
Einzelschrittverfahren:
o _ 1 4. 3
1 3 13
TEEE
5 5 25
(1) 1( 3 13 ) 78
T3 = —-—— - — — = —
5 5 25 125
(1) 1 13 78 518
5 25 125 625
T
W = (0.6 052 0.624 08288 ) .
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7.19 Lagrange’sche Grundpolynome

Aufgabenstellung
Sei

f(z) = a” — log(x)

und

:1;126_1, e =1, x3=c¢€.

a) Bestimme zunéchst die drei Lagrange’schen Grundpolynome.

b) Gib das Polynom Ly(x) zweiten Grades, das f(x) in xy, 2, 5 interpoliert, als
Linearkombination der Lagrange’schen Grundpolynome an.

c) Zeige mit Hife der Fehlerschatzungsformel, dafl fiir den Interpolationsfehler an
der Stelle x = %e gilt:

7 ()~ ()

10 Punkte

7.20 Polynominterpolation

Aufgabenstellung
Die Funktion

flz) = / “log(2 — sin(1))dt
0
liege an den Stellen 0,0.1,0.2, ..., 1 tabelliert vor. Der Wert f(0.85) soll bis auf einen

Fehler von 48% durch Polynominterpolation benachbarter Stiitzstellen berechnet wer-
den. Bei welchem Grad des Interpolationspolynoms wird diese Genauigkeit nachge-
wiesenermaflen nicht tiberschritten? Hierbei diirfen Sie die Ungleichung cos1 > 0.5
benutzen.

10 Punkte

Losung

1
" Ccos T 2
= — > =

f (:1;)| 2 —sinzx 3

)| =
w(|z; + — = —.
20 400

Also gilt fiir den Fehler in den Punkten x; + % =z, + 21—0 bei linearer Interpolation

(o g5) =2 (i )| = o o (s 35| >

1
:6fﬁr|x|<1

DD oo =
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7.21 Kubisches Interpolationspolynom

Aufgabenstellung

Man gebe die Lagrange- und die Newton-Form des kubischen Interpolationspolynoms
an, das in den Stiitzstellen z; die Werte f; annimmt. Dabei sind die Werte durch die
folgende Tabelle gegeben:

21374
z; 2374
1213

10 Punkte
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Vordiplomsklausuren
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Kapitel 8

Aufgabenstellungen und Losungen

Die Klausuren sind nicht vollstdndig. Es fehlen einige Vordiplomsklausuren ganz, an-
dere sind unvollstandig.

8.1 Vordiplom Herbst 1990

Aufgabenstellung
Aufgabe 1
Lose das Anfangswertproblem
y +y+y?0 =0, y(0)=1. (8.1)
7 Punkte

Aufgabe 2

Gegeben sei ein nach auflen abgeschlossenes, mit Gas gefiilltes Geféf}, das durch eine
diffusionsfédhige Membran in zwei Kammern unterteilt ist.Zur Zeit ¢ = 0 sei ein die
Konzentrationen in den Kammern ¢; und ¢;. Dann beginne eine Diffusionsprozef so,
daf die Konzentrationsanderung w}(¢), u4(t) in jeder Kammer jederzeit gleich der Kon-
zentrationsdifferenz zur anderen Kammer ist.

Berechne die Konzentration u (%), us(t) in den beiden Kammern zur Zeit ¢ und berechne
die beiden Grenzwerte

tliglo b (t)’ tliglo u2(t>'

7 Punkte

51
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Aufgabe 3
Seien a,b € IR mit 0 < a < b. Zeige, dafi die Gleichung

cos(ax) = tan(bx)

im Intervall (—%, %) genau eine Losung besitzt, und gib ein Verfahren an, mit dem
man diese bis auf einen vorgegebenen Fehler ¢ > 0 berechnen kann.

Zur Erinnerung: Fir die Ableitung des Arcustangens gilt arctan’(z) = H—%

7 Punkte
Aufgabe 4
Seien a, 3,7,6 € R.
a) Bestimme im Falle der Existenz die [ R-Zerlegung der Matrix
o 1 0 4
e 200 24 2 8
T 3o 34268 444 15
do 4430 642y 2246
6 Punkte

b) Bestimme (mit Beweis) diejenigen «, 3,7, € IR, fiir die das lineare Gleichungs-
system Az = b fiir jede rechte Seite b € R* lésbar ist.

2 Punkte

Aufgabe 5
Die Funktion

z 1
)= /0 1 + cos?(t) dt

liege an den Stellen 0, 0.1, 0.2, ..., 1 tabelliert vor. Der Wert f(0.85) soll bis auf einen
Fehler von 0.00125 durch Polynominterpolation benachbarter Stiitzstellen berechnet
werden. Bei welchem Grad des Interpolationspolynom wird diese Genauigkeit nachge-
wiesenermaflen nicht iiberschritten?

6 Punkte

Aufgabe 6
Was ist eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und wie lauten ihre Losungen?

5 Punkte
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Losung

Losung zu Aufgabe 1
Die Gleichung (8.1) ist eine Bernoullische Differentialgleichung.

— —1989y~199% — 1989y ~19% — 1989 = 0.
Die Substitution z = =198 liefert
2/ — 1989z — 1989 = 0. (8.2)

Die Differentialgleichung
21— 1989z, =0

hat als allgemeine Lésung
z(x)=c " ceR.
Der Ansatz z(x) = C'(x)e'?® (Variation der Konstanten) ergibt eingesetzt in (8.2)
C"(2)eM959% | 19890 ()€ %59 — 19890 ()¢9 — 1989 = 0.

= C/(CL') — 19896—19891’ = Z((E) — _6—19891’619891’ — _1

ist eine spezielle Losung von (8.2).
= z(x)=—-1+4 ce'?” e IR,

ist allgemeine Losung von (8.2).

1

= (o) = (142 )T

(1)

ist Losung der Anfangswertaufgabe (8.1) in ( T ,oo) :

)= () G

Das charakteristische Polynom p(A) = (—1 — A)? — 1 der Matrix

Loésung zu Aufgabe 2
Man erhélt das System

-1 1 :
| 1 ) besitzt
die Eigenwerte Ay = 0, Ay = —2. Die zugehérigen Eigenvektoren sind

1 1
Cc1 1 5 Co - 1 .
Die allgemeine Losung ist

(ul) :a(l) -I-b-e_%( L ), a,be R.
U2 1 —1
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Aus

folgt:

c) + ¢ und b:cl_cQ_
2 2

a =

Setzt man nun « und b in die allgemeine Lésung ein, folgt fiir die Grenzwerte

: : €1t &

t1i>r<£lo uq(t) = tli>r£lo us(t) = 5

Loésung zu Aufgabe 3
we(F%) 1
cosar =tanbr <<= = i arctan(cos ax)
Betrachte
1
o(x) = R arctan(cos ax)

im Intervall {—%, %} @ erfiillt in diesem Intervall die Bedingungen des Banachschen

Fixpunktsatzes , denn —7 < arctany < 7 fiir « € R.

coe (55 <53l
I 2b 2b 2b 2b

sogar flir alle x € IR und

1
7 _ .
Sl = |p e (—sinar)
< ‘ =: L <r1fur:1;ElR
(¢ diffbar in IR).
Die Fixpunktgleichung @ = () besitzt also genau eine Losung im Intervall { % ;b}

Die beiden Punkte ;5 = £:7 konnen nicht Losung dieser Fixpunktgleichung sein, da

T
—5 < arctan(cos ax) <

NN

fir z € R.
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Die Fixpunktgleichung @ = ¢(x) besitzt genau eine Losung im Intervall (—%, %) und
die Fixpunktiteration
oy = p(x) n=0,1,2,..

konvergiert fiir jedes zq € {—%, %} gegen diesen Fixpunkt x.
Fiir die Fehlerabschatzung gilt

|z, — x| < |o1 — 2o < e

—1-L

mit L = ‘% , Lo € {—%, %} beliebig, 1 = 7 arctan(cos axy).

1-L
= L"< d="be (0.B.d.A.:xy # 2, L #0)

= e = wol
log(1 — L)e —log |21 — 20

- log L
Losung zu Aufgabe 4a
! 1 0 4
A 200 24 2 8
' Jao 3423 447y 15
doa 4430 642y 2246
a 1 0 4 a 1 0 4
0 g 2 0 0 8 20
“ o2 44y 3 | 7100 43
0 38 642y 6+~ 0 0 0 ¢
1 000 a 1 0 4
12100 10 B 20
= =139 10| 00 4 3
4 3 2 1 0 00 ¢
Losung zu Aufgabe 4b
Az = b fiir jedes B € IR* lésbar
Rang A =4
A£0
det A #£0

det(L-R)=detL-det R#0
det R # (det L #0)
a7 0,6#0,7#0,0#0.

S I
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Loésung zu Aufgabe 5

T 1
= —dt
/(@) /0 1+ cos?t

1
/ —_—
Flo) = 1+ cos?zx
) = —2(cosx)(—sinx)  sin2
= (1 4+ cos? x)? - (1 + cos? x)?

= |f"(z)] < 1firzeR.

Wiébhle fiir die Interpolation die zwei Stiitzstellen z; = 0.8, 22 = 0.9. Fiir das dazu-
gehorige lineare Interpolationspolynom [L; erhdlt man die die Fehlerabschitzung

f‘//(C)

£(0.85) — Ly(0.85)] = |72 - (0.05)°] . ¢ € (0.8;0.9) < 0.00125.
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8.2 Vordiplom Friihjahr 1991

Aufgabenstellung

Aufgabe 1
Sei a € IR beliebig. Lose die lineare Differentialgleichung

Ynpo — 20Yny1 +a*yn =1, yo=1y =1

7 Punkte
Aufgabe 2
Bestimme die maximale Lésung des Anfangswertproblems

2
72 + y(z)
y(2) = ﬁ y(e) = —2.

Auf welchem Intervall ist diese definiert?
Hinweis: Stelle eine Differentialgleichung fiir die Funktion u(x) := @ auf.

7 Punkte
Aufgabe 3

Die Auslenkung eines mathematischen Pendels wird durch eine Differentialgleichung
beschrieben, die im wesentlichen die Form

y" +sin(y) =0 (8.3)

hat. (8.3) soll durch das Runge-Kutta-Gaufi-Verfahren mit einer Schrittweite h > 0
naherungsweise gelost werden. In jedem Schritt dieses Verfahrens ist ein nichtlineares
Gleichungssystem zu 16sen.

a) Wie lautet dieses System?
3 Punkte

b) Zeige: Ist h < 3-|—L3’ so erfiillt dieses System alle Voraussetzungen des Banach-

schen Fixpunktsatzes.

4 Punkte
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Aufgabe 4
Seien a, 3,7,6 € R.

a) Bestimme im Falle der Existenz die [ R-Zerlegung der Matrix

A=|26TT s, W
A N
1 sTs 271 7tiu

6 Punkte

b) Bestimme (mit Beweis) diejenigen «, 3,6 € R, fiir die das lineare Gleichungssy-
stem Az = b fiir jede rechte Seite b € R* lésbar ist.

2 Punkte
Aufgabe 5
Die Losung der Anfangswertaufgabe
V= s W0 =) =1
2+ sin(y)’

soll dquidistant tabelliert werden. Bestimme eine Schrittweite h so, dafl jeder Funk-
tionswert durch lineare Interpolation zweier benachbarter Tabellenwerte bis auf einen

Fehler von 10% bestimmt werden kann.

6 Punkte
Aufgabe 6
Was ist eine kubische Splinefunktion mit natiirlichen Randbedingungen?
5 Punkte
Losung
Losung zu Aufgabe 1
Ynt2 — 2ayn+1 + G2yn = 17 Yo = Y1 = 1 (84)

Bestimme [y := min{l €10,1,2}|a?- 0" —2a- 1"+ 2! £ 0}
Fall 1: a # 1. In diesem Fall ist [ = 0. Es existiert ein y € IR mit u,, = y Vn € IN ist
inhomogene Losung der Gleichung (8.4).

= y—2ay+ady=1

= y(1—2a—|—a2):1:>y:

(a— 17
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(8.4) besitzt das charakteristische Polynom
p(A) = A2 =20\ 4 a® = (A — a)?
mit der Nullstelle A = 0 mit Vielfachheit 2.
{na" '} und {a"})2,

bilden ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung. Die Gleichung (8.4) besitzt
als allgemeine Losung fiir a # 1

-1
Yo = ——=Fc-n-a"" Fe-ad”, ca,€R

(a —1)

1 1
Yo + ¢g C2 (Cl— 1)2

(a— 1)
= e (g =m0 )

Fall 2: Fiir @ = 1 ist [p = 2. Es existiert ein v € IR mit u,, = un? ist eine Losung der

inhomogenen Differenzengleichung
= u(n—l—Z)2 —2u(n—|—1)2—|—un2 =1
= u(n2—|—4n—|—4)—2u(n2—|—2n—|—1)—|—un2:1
= un®+4dun + 4u — 2un? — 2un? — 4dun — 2u +un’® =1

= 2u=1= —1$ —n2
u = U= g Y=o
Analog Fall 1 folgt:
2
yn:%‘I’cl'n‘l‘CQ, C17CQER

ist allgemeine Losung von (8.4). Es folgt

1 1
y0202:1undu1:§+01—|—1:1:>c1:_§_

Loésung zu Aufgabe 2

2, P
/ Z —I_T
y=—— yle) = —2e¢
. . . L2 Lu-1)® ..
Fur:z;>()subst1tulereu:£:>u’:le(y’—x)éu’:1+4u u:(2u ).Fur
T T T T

%u — 1 # 0 erhdlt man die ﬁésung durch Auflésung von
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:>l2 ] = loga —1
Lu—1
2
= T

= logz —1

2
= = logx:>u:2(1— )
log x

(L—1#0fir2>0).

Fir 2 > 0 1st

y:2:1;(1— 2 )
log x

die maximale Losung des Anfangswertproblems.

Loésung zu Aufgabe 3a
Durch die Substitution z(x) = (z1(2), z2(2)) = (y(x),y'(x)) folgt

o) = ( () ) = (e, (2))

—sin z1 ()

Bei der Losung dieser Differentialgleichung durch das Runge-Kutta-Gauf-Verfahren
mit der Schrittweite & erhélt man das nichtlineare Gleichungssystem

1
[(11 = h (ZQJ + 4[&12 + 12 (3 — 2\/_)[X22)

[(12 = h SIH 21] —|— [Xll —|— 1 (3 — 2\/_)[X21)

1
[szl = h (Z 3 —I‘ 2\/_)[X12 -I— 4[&22)
[(22 — h (

1
sin zq; + 3 + 2\/_)311 + 4321) )

wobei

, 1 .
Zin = Zj+=KY+ 51{5” und

A1 () Ky () Koy
! (22]) 7 Xl ([(12) ’ X? ([(22)
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Loésung zu Aufgabe 3b
f:R'— R

zoj 4 T2 + 15(3 — 2V/3)ay
—sinzy; + ixl + %(3 — 2\/§)x3

Z9j + %(3 +2V/3)z3 + i$4
—sinzy; + %(3 + 2\/§):1;1 + i$3

($1,$2,$3,$4) — h

f erfiillt die Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes , denn f ist kontrahierend
mit « :3—2\/§,b: 3—|—2\/§W6gen

0 ih 0 %(a)h
—1h cos(a) 0 —L(a) cos(a) 0 4
/ _ 1 12
—%(b) cos(a) 0 —ih cos(a) 0

6+2v3  34+V3 6

Losung zu Aufgabe 4

C Y (rh
2_|__ z 2 £ £
2 4 3 24 — 2 3
gg—l_%ﬁy—l_% %61 Oglﬁy—l_il %52
Tosts oty vt 0 5 37+s 0+
SEIN RN
? 3 2 3
—looy L | 7Tloo 41
0 0 2y 641 0004
1000 a L 11
L i
— A=l kmitL=]7 L 00| g=|0 P 2y
R A

Az = b ist fiir jedes b € IR* 16sbar < det A £ 0 < o, 3,7,6 # 0.
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Loésung zu Aufgabe 5
Der Interpolationsfehler ist gleich

y"(¢) w(x)‘ _ 1
2! 2(2 +sin(y(C)))

ly(2) = Li(2)] = (z —@i)(zi + h — )

fiir ¢,z € [z;,2; + h]. Da

1 - 1 - 1
5= 2 ()~ 2
und
w(x) = —x? 4+ hx — :1;% — :L'il
h
w'(x) = —2:1;—|—2:1;1—|—h:0<:>:1;::1;¢—|—§und
h
"
it=) = =2
W+
mit ) I’
< Y =
o) < e+ )| =
1 h%?  R?
|y(:1?) - L1($)| < SRR = 3
Damit folgt fiir die Schrittweite
h? 1 1 1

M e e — e
3 =000 " =125 7 55
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8.3 Vordiplom Herbst 1991

Aufgabenstellung
Aufgabe 1

Lose fiir # > 1 das Anfangswertproblem
y =L 4exp (_g) .oy =1
T T
7 Punkte

Aufgabe 2
Bestimme eine Funktion ¢ : IR*? — IR, so daB (z(¢), 29(¢))? genau dann eine Losung
der exakten Differentialgleichung

exp(ay (1)) (w5(t) + 21 (£)w2(t) + 222(t))1(t) + 2exp(a1 (1)) (w2(t) + 21(£))25(1) = 0

ist, wenn ¢(x1(t), x2(1)) eine konstante Funktion ist.

7 Punkte

Aufgabe 3
Zeige: Das Gleichungssystem

6x1 = 2sin(xq) + log(:zjg +1)
Try = cos(xy) + exp(z3)

besitzt in [0;1] x [0;1] genau eine Losung. Gib ein Iterationsverfahren an, das diese
Losung ndherungsweise bestimmt. Wieviele [terationsschritte sind notwendig, um eine

Nédherung mit einer Genauigkeit von mindestens 107% in || ||__-Norm zu gewinnen?.
7 Punkte

Aufgabe 4

Sei o € R

a) Bestimme im Falle der Existenz die [ R-Zerlegung der Matrix

1 1 1 1
A 1 14+« 2 2
11 14+a 24a7 3

1 14a 2420 a®>—4

5 Punkte

b) Fiir welche o € R hat die Determinante dieser Matrix den Wert 97
1 Punkte
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c) Fiir welche o € IR ist die Matrix invertierbar?

2 Punkte

Aufgabe 5
Die Funktion

fz) = /0 “log(2 — sin(t)) dt

ist auf [—1, 1] mit einer aquidistanten Schrittweite h = 0.1 tabelliert worden. Entschei-
den Sie, ob fiir jedes x € [—1, 1] der Wert f(x) durch ein lineares Interpolationspolynom
aus den Tabellenwerten bis auf eine vorgegebene Genauigkeit e = 2 berechenbar ist
und begriinden Sie ihre Aussage. Hierbei diirfen Sie die Ungleichung cos(1) > % benut-

zen.

6 Punkte

Aufgabe 6
Was ist eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und wie lauten ihre Losungen?

5 Punkte

Losung

Losung zu Aufgabe 1
Die Substitution u(z) = @ liefert

Damit folgt

/e“du:/ld:p = logx+c=¢€ ceRT

T
= wu=log(logz+e¢;) u(l)=1=¢=¢€
= y =zlog(logz + e).

Loésung zu Aufgabe 2
Fiir ein Potential ¢ : IR* — IR muf gelten

dp(xy, T -
‘P(le) = "t (:1;3 + 2x129 + 2:1;2)
und

899(1’171'2)

dry 27 (22 + 1)
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Damit folgt

o(z1,09) = € a5+ 2w9€™ (1 — 1) + 229€™ + h(zy)
o(x1,22) = "o+ " 202y + g()
— g@(l’l, 2}2) = " (l’g + 21’11’2) .

Loésung zu Aufgabe 3
Betrachte f : [0,1] x [0,1] — IR?

T o) = é(QSinl'l ‘|‘10g($§ + 1))) - (fl(l'hl'z))
f( 1) 2) - ( %(Cosxl _I_exg) - f2($1,$2) .

Uberpriifung der Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes:

o Abgeschlossenheit:
[0,1] x [0,1] ist abgeschlossen.

o Selbstabbildung:
L, .
filzg, ) < 6(2 sin 1 4 log2) <
1
filzr,22) > 6(2 sin0 4+ logl) =

1 4
falzy,z2) < —Z(cosO+e) < = <1

7
1 o 1
f2($17$2) > ?(Cos1—|— e ) > ? > 0.
o Kontraktivitat:
Lcosx 1 2w,
[y, 29) = ( S 1 o S )
—7 SIN T 71’26902
mit
2$2 2
0 <Z_9
— 14231
0 < :1;26953 <ee,
also

1 1 142
1 ()l < max {5+ 5~} <1

142e
#_L
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f(x1,22) besitzt genau einen Fixpunkt in [0, 1] x [0, 1]. Das Gleichungssystem besitzt
genau eine Losung in [0, 1]x [0, 1]. Die Fixpunktiteration (:zj(ln+1), :1;(2”“)) =f (x(ln), :zj(zn))
konvergiert gegen diese Losung fiir jeden Startwert aus [0, 1] x [0, 1].

Die Anzahl der benétigten Iterationen ist

S log (107*(1 — L) — log (|21 — Zoll0))

n

- log L
Losung zu Aufgabe 4a
o 5%1 % f%l 11 1 1
o 41 2 i 1 « 1 1
2 4 3 24
—
ol fn 3 o ita 2
2 §_|_é %_|_i 7_|_% 1 a 142a% o®*—5
11 1 1 11 1 1
I o 1 1 R I a 1 1
1 1 o 1 11 o 1
1 1 22?2 o®>—6 1 1 2 o*-38
1 000 11 1 1
: 1100 0 o 1 1
A=L-RBmit L := 1110 , R= 0 0 o 1
11 21 00 0 o*-38

Losung zu Aufgabe 4b

det A = detL-det R=detR =9

det R = a3(a3—8):9 r=a’
= 22—8r—-9=0

=21y = 4£V164+9=4£5

oz:f:9 = alz\g’/g,agz—l.

Losung zu Aufgabe 4c

det A0 & det R£0= 00> —8)#£0=a#0,a # 2.
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Loésung zu Aufgabe 5

Ccos T 1 1 .
|f”($)| = m>§:8ﬁlr |$|<1
1 1
D) -
20 400
Also gilt fiir den Fehler in den Punkten x; + % =z, + 21—0 bei linearer Interpolation
1 1 (Ol ( 1 ) s 1

i+ —]—L it == it £ —=—
‘f<x+20) 1<f’x+20)‘ 2l ‘w tit g ‘>2 00 _ 4300
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8.4 Vordiplom Frithjahr 1992

Aufgabenstellung

Aufgabe 1
Losen Sie das Anfangswertproblem

7 Punkte
Aufgabe 2
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

y@ — 293 4 9y 2y 4 = . (8.5)

Hinweis: Benutzen Sie a* — 2% 4 22? — 2z + 1 = (2? + 1)(z — 1)

6 Punkte
Aufgabe 3

a) Entscheiden Sie, wie viele Losungen die Fixpunktgleichung
r=02¢"
besitzt.
2 Punkte

b) Geben Sie ein Verfahren an, das den kleinsten Fixpunkt bis auf einen vorgegebe-
nen Fehler ¢ > 0 berechnet.

3 Punkte

¢) Geben Sie ein Verfahren an, das den grofiten Fixpunkt bis auf einen vorgegebenen
Fehler ¢ > (0 berechnet.

3 Punkte

Aufgabe 4

a) Berechnen Sie die L R-Zerlegung von

-2 1 0
1 =2 1 0
0o 1 =2 1
0o 0 1 =2

5 Punkte
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b) Zun € IN definieren wir eine (n x n)-Matrix durch A, := (a;;)i j=1....n, Wobei

—2 falls: =7,
1 falls |1 — 5] =1,
0 sonst.

CLZ']‘ =

Bestimmen Sie die L R-Zerlegung von A!
2 Punkte

a) ist ein Spezialfall von b); wer mochte, kann ohne Punktverlust sofort b) bearbeiten.

Aufgabe 5
Die Funktion

fz) = / “log(2 — sin(t)) dt
0
liege an den Stellen 0, 0.1, 0.2, ..., 1 tabelliert vor. Der Wert f(0.85) soll bis auf

einen Fehler von ﬁ durch Polynominterpolation benachbarter Stiitzstellen berechnet

werden. Bei welchem Grad des Interpolationspolynoms wird diese Genauigkeit nach-

gewiesenermaflen nicht {iberschritten? Hierbei diirfen Sie die Ungleichung cos1 > %

benutzen.

7 Punkte
Aufgabe 6
Was versteht man unter der Kondition einer nichtsingulédren Matrix A7
5 Punkte
Losung
Losung zu Aufgabe 1
y1o
/ J— J—
y = 107 y(l) =2 (8-6)
v ds z ]
A ST AT
=[5,
= |—=s = |—=1
[ 9 2 9 1
1 o 1.4 g 1
= —= —277 = —
95 T35 Ty
= yP=a"-1+4+27
= y=y !
SO VP R =

ist Losung von (8.6) auf (0, %)
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Loésung zu Aufgabe 2
Das charakteristische Polynom von (8.5) ist

p(A) = A =222 42X — 22+ 1= (M + 1H)(X —1)%

p(A) besitzt also die reelle Nullstelle A; = 1 mit Vielfachheit 2 und die komplexen
Nullstellen Ay = 7, A3 = —1. Daraus ergibt sich das reelle Fundamentalsystem

FS={fi(t) =€ falt) =t €, fst) = cost, fu(t) = sint}.

Damit ist die allgemeine Losung von (8.5) gegeben durch

y(t) =Y

=1

)

Ji(t), c e lR.

Loésung zu Aufgabe 3a
r=02-e"0=0-02 ¢ = f(x)

=—0.2 wischenwertsatz
0 } Zwischenyertsat | besitzt mind. eine Nullstelle in [0, 1]

=2-02*>2-02-32>0
=3-0.2¢"<3-02-(250°<0
f'(z) =1—10.2-¢" (hat genau eine Nullstelle)

} = f besitzt mind. eine Nullstelle in [2, 3]

/" ist monoton fallend mit f'(0) > 0, f(2) < 0. Damit hat f’ héchstens 2 Nullstellen
und f besitzt genau 2 Nullstellen.

Loésung zu Aufgabe 3b
Nach a) liegt die kleinste Nullstelle in [0,1]. ¢ = 0.2 - €” geniigt im abgeschlossenen
Intervall [0,1] den Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes, denn

0.2=0(0) <pz)<pl)=02-e<1Vrelll] = ¢(0,1]) C[0,1]

und

lo' ()] =10.2-€"| < —:=L < 1Vzel01].

28 e

Also konvergiert die Fixpunktiteration
Ty = p(xn), n=0,1,2,..

fiir jedes x¢ € [0,1] gegen den Fixpunkt in [0, 1].
Fiir die Fehlerabschatzung gilt

n !
|$1—$0| Sé’f

2, — 2] <

log(1 — L)e — log |21 — 20
n .
- log L
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Loésung zu Aufgabe 3c
Nach a) liegt die grofite Losung in [2,3]. Hier gilt nun
r=02-e" < x=log(bx) = ¢(x).
Y(x) = log(5x) geniigt im abgeschlossenen Intervall [2,3] den Bedingungen des Ba-
nachschen Fixpnktsatzes, denn
log(10) < log(5z) < log(15)

log10 > 2, dae* <3*=9 <10 ; = ¢([2,3]) C [2,3]

log15 < 3, da €® < (2.5)> < 15
und

5 1 1
|¢/($)| = ‘5_:1;‘ = - = |¢/(x)| < 3 =L<1 Vzel2,3].

Also konvergiert
Ty = P(2,), n=0,1,2,..
fiir jedes x¢ € [2,3] gegen den Fixpunkt in [2,3].

Losung zu Aufgabe 4a

-2 1 0 1 0 0 0
L =2 1 0] | -3 1L 00
0o 1 =2 1 0 -2 1 0
o 0 1 =2 0o 0 -2 1
-2 1 0 0 -2 1 0 0
0 -2 1 0 L -3 1 0
— 2 — 2 T2
= A=l g o —1g L= 0o 3 1+
0o 0 0 =3 o 0o 2 ==
Losung zu Aufgabe 4b
Anwendung des GauB-Algorithmus auf
1 rio 1
l21 1 0 T2 1 0
lag 32 1 rs 1
lg lao Uz 1
0 1
lnl 1 rn
Der i—te Schritt lautet: (i—te Zeile ) — r,l_l [(2 — 1)-te Zeile]
1
= r,=—2—
Ti—1
1
liin =
Ti—1

lij =0.
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8.5 Vordiplom Herbst 1992

Aufgabenstellung
Aufgabe 1

Losen Sie das Anfangswertproblem

Hinweis: [ \/11_7 dr = arcsin x.
7 Punkte

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der Differentialgleichung

/

1
V'=——y+ y* log(z)
8 Punkte

Aufgabe 3
Zeigen Sie: Das Gleichungssystem

61 = sin(xy) + log(az + 1)

bag = cos(xy) + tan(xg)
besitzt in [—1;1] x [0; 1] genau eine Losung. Geben Sie ein Iterationsverfahren an, das
diese Losung ndherungsweise bestimmt!

Hinweis: tan(1) < V3.
8 Punkte

Losung

Losung zu Aufgabe 1
Substituiere v = £. Dann folgt fiir u'(x)

,_\/1—u2—|—u—u 1 —u?

[

T T

vl v
~ / Ndﬂ:/jdi'
0 — U 1 Z

= arcsinu —arcsin0=Inz —Inl
————— S~
= wu =sin(lnx)

!

= y=ux-sin(lnz)
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Loésung zu Aufgabe 3

fil=151) % [031] = R?
(é (sinzy + log(zs + 1)))

é (cos xy + tan aq)

f(xlva) =

f erfiillt die Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes , denn
[—1; 1] x [0; 1] ist abgeschlossen und
f ist selbstabbildend, da fiir (xy,x2) € [—1;1] x [0;1] gilt

sinxq + log(a; 4+ 1)
6

6

6

1 1 1 1 1 1
< 6|Sin:1;1|—|—6|10g(:1;2—|—1)| < g—l——logQ g

6

73

=-<1

3
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8.6 Vordiplom Herbst 1993

Aufgabenstellung

Aufgabe 1
Kreuze auf dem Deckblatt an, welche der folgenden Aussagen richtig oder falsch ist.

1. Die LR-Zerlegung einer Matrix ist immer eindeutig, falls sie existiert.
2. FEine positiv definite Matrix besitzt immer eine L R-Zerlegung.
Seien n € IN;zp € R,yp € IR" und f : IR x R" — IR" eine stetige Abbildung.
Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'(x) = fle,y(x),  y(xo) = vo. (8.7)
3. (8.7) hat immer eine Losung y : [x9,00) — R".
4. (8.7) hat immer genau eine Losung y : [xg,00) — IR".
5. Gilt
AL e RVe € R,y € R™ | f(z.01) = flap2)ll < Ly — w2l
so hat (8.7) genau eine Losung y : [2g,00) — R".
5 Punkte
Aufgabe 2
1. Stelle die Losung des Anfangswertproblems
bu(x) + 1
M) = 2T 2) = 0
V) =T
in der Form = = z(u) dar.
Hinweis: Bei der Berechnung des bei der Trennung der Variablen entstehenden
Integrals benutze ohne Beweis die Partialbruchzerlegung 53:‘_1 = % — m
5 Punkte
2. Stelle die Losung des Anfangswertproblems
20+ y(x) —4
e O =1

" 4z +2y(z) — 10

mit Hilfe der Substitution u := 2z + y — 5 in der Form @ = x(u),y = y(u) dar.
5 Punkte



8.6. VORDIPLOM HERBST 1993 75

Aufgabe 3

Fiihre zur ndherungsweisen Bestimmung einer Losung des Gleichungssystems

sing + cosy =

sin(zy) =

ausgehend vom Startwert (;US) = (g) zwel Schritte des Newton-Verfahrens durch. So-
weit Funktionswerte benotigt werden, ist auf die folgende Tabelle zuzugreifen:

t 0| 7 | H(r+1)
cost | 1| —1 —0.54
sint 0 0 F0.84
tant | 0] O +1.56
I/cost |1 | —1] —1.85
8 Punkte
Aufgabe 4
Seien a, b, c € R.
1. Bestimme im Falle der Existenz die L R-Zerlegung der Matrix
a 1 2 3
A 20 245 5 8
"] 3¢ 3420 8+c¢ 14
da 44+3b 114+2¢ 20+ a
8 Punkte

2. Bestimme (mit Beweis) diejenigen a, b, ¢, fiir die die obige Matrix A regular ist.

2 Punkte

Aufgabe 5
Seinen N € IN und A := ﬁ Die Funktion

@ 1
flz) ::/0 T 41995 i dt

liege an den Stellen 0, h,2h,3,....;1 — &, 1 tabelliert vor.

Zeige: Fiir alle x € [0, 1] weichen der exakte f(x) und der durch Polynominterpolation
ersten Grades benachbarter Stiitzstellen gewonnene Wert Li(x) um weniger als 25042
voneinander ab.

5 Punkte
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Losung

Losung zu Aufgabe 1

‘AufgabeHl‘Z‘3‘4‘5‘

richtig || X | X X
falsch XX
Losung zu Aufgabe 2a
du Hu + 1
— = 2)=0
dx 2u u(2)
di= [ idi
- /0 21T
> 2 k L) |~+1|r :
— |t — = log|u =xr—
5115 0
= 2[ 11 |5 +1|]+2—
5 |4 5 logbu = .
Losung zu Aufgabe 2b
;o 20 4+y—4

- v 2) =1
Y = et 2g 10 y(2)
Setze u := 2x + y — 5. Dann folgt fiir o' =2+ ¢/

20 +y—4 5 u+l  Su+l

v o= 24— =
de + 2y — 10 2u 2u
u(2) = 2-24y(2)-5=0
—~—
=1
2 1
= x(u) = g<u—glog|5u—|—1|)—|—2
4 1
= y(u) = u—|—5—g<u—glog|5u—|—1|)—4.

Loésung zu Aufgabe 3

o) = (Tt

flaeyy) = ( CoS & —siny )

ycos(xy) xcos(zy)

Ty (o oS Tg —sinyo ! [sinxo 4 cos yo
vi) \wo Yo cos(zoyo) o cos(zoyo) sin(2oyo)



8.6. VORDIPLOM HERBST 1993 77
- (0)-(% 7))
RO I

) = (3)- (55 et ) ("t ™)

_ (w ) (Cosw—l—l wil ) (Sm(w—l(—)l)—l-l)
_ (w—l— 1) (tan (m+1) ) (4014) (1.056) _ (2.058)

Losung zu Aufgabe 4a
Nach Gauf-Algorithmus folgt

1000 a 1 2 3
21 0 0 0 b 1 2
=139 19 B=110 0 ¢ 1
4 3 2 1 000 a

Losung zu Aufgabe 4b
A regulir < det A £ 0 < det L - R%O@detlj detR%O@a%O/\b%O/\c;ﬁO

_1 _abca

Loésung zu Aufgabe 5

@ 1
flx) = /0 1_|_t1993dt

1
f/(l') 1 + t1993
1993¢1992

" h2
|f(z) — Li(2)] = f ( ) |l — 2] |o — 21| < 1OOOZ = 250h%.
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8.7 Vordiplom Frithjahr 1994

Aufgabenstellung

Aufgabe 1
Kreuzen Sie auf dem Deckblatt an, welche der folgenden Aussagen richtig oder falsch
ist.

1. Eine symmetrische und positiv definite Matrix besitzt eine Cholesky-Zerlegung.
2. Fiir eine n x n-Matrix B ist exp(B) definiert durchB = B + 13_12 + B;—f + ...

3. Fiir die k-te dividierte Differenz einer Funktion f beziiglich gegebener Knoten
Ty, Loy .y Tpap Cilt:

f[xlv "'7ck+1] 7£ f[xilv "'7$ik+1]7

wobei 741 eine Permutation von 1,2, ...,k + 1 ist.
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Az =b mit Ae R"”" be R". (8.8)

4. Erfillt die Matrix A das Zeilensummenkriterium, dann konvergiert das Finzel-
schrittverfahren gegen die Losung von (8.8).

4 Punkte

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Lésung der Bernoulli-Differentialgleichung

y'(2) 4+ 2y(x) —y '(z) =0, y(0)=1.

9 Punkte

Aufgabe 3

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem zum Differentialgleichungssystem
v 2 =8
v = (5 o )t

& Punkte
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Aufgabe 4
Zeigen Sie, daf} die Funktion

flz)=14¢esin(z) mite e R, || <1

im Intervall [0, 2] genau einen Fixpunkt 2* hat und geben Sie ein konvergentes Verfahren
zur Berechnung von #* an.

6 Punkte

Aufgabe 5
Fir a € IR set

20 2 —a
A= 4 a 1
da 5 —2a

Bestimmen Sie die Werte von a € R, fiir die die Matrix A eine L R-Zerlegung besitzt.

5 Punkte
Aufgabe 6
Bestimmen Sie die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms Lo zur Funktion
1
zu den Stiitzstellen
1'1:0, 1'2:1, 1'3:2,

und geben Sie eine obere Schranke fiir den Interpolationsfehler im Intervall [0, 2] an.
Hinweis: Verwenden Sie (ohne Beweis): |z(x — 1)(22)] < 1 Va € [0,2].
8 Punkte
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8.8 Vordiplom Herbst 1994

Aufgabenstellung

Aufgabe 1

Seien n € IN, f : IR” — IR” eine C?>-Funktion. Zu einem gegebenem Startwert x¢ € IR"
betrachten wir die Folge {«4};_,, die durch den folgenden Algorithmus erzeugt wird:
Man wiederhole fiir £ =0,1,2, ...

dy := Losung des linearen Gleichungssystems f'(zx)d; = f(xx)
Tpyr = xp —dy

Kreuzen Sie direkt auf dem Deckblatt an, welche der folgenden Aussagen richtig und
welche falsch ist.

1. Die Folge {zx} ist immer definiert.

2. Die Folge {z}} konvergiert immer.

3. Konvergiert die Folge {x}}, so ist ihr Grenzwert ein Fixpunkt der Funktion f.
4. Konvergiert die Folge {x}, so ist ihr Grenzwert eine Nullstelle der Funktion f.

4 Punkte

Aufgabe 2
Wir betrachten das Anfangswertproblem

y" =1+ sin® (%) oy =1,y(1) =2

1. Transformieren Sie das obige Anfangswertproblem in ein System von Differenti-
algleichungen erster Ordnung (mit entsprechenden Anfangsbedingungen).

3 Punkte

2. Bestimmen Sie durch Anwendung des Fuler-Cauchy-Verfahrens mit der Schritt-

1 auf das in 1. erhaltene System Néherungen fiir y(2), y'(2) und y"(2).

Hinweis: Fir alle k € N U{0} ist
1 ko1 1
sin(kr) =0, sin’ ((k + 5) 7T) =1, sin’ ((5 + Z) 7T) =5

7 Punkte

weite h =
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Aufgabe 3

Zeigen Sie, daf} fiir o € (—1,1) die Funktion f(z) := cos?(az) genau einen Fixpunkt
besitzt und geben Sie ein Verfahren an, mit dem man diesen bis auf eine vorgegebene
Genauigkeit tol berechnen kann.

Hinweis: Fir alle a € IR ist sin(2a) = 2sin(a) cos(a).

9 Punkte
Aufgabe 4
Bestimmen Sie eine Newton-Darstellung
1. des Polynoms P, vom Grad < 2 mit
PQ(_Z) - —5, Pg(l) - 4, P2(2) - 15,
5 Punkte
2. des Polynoms P3; vom Grad < 3 mit
P3(-2) - —5, Pg(—l) - 0, Pg(l) - 4, P3(2) - 15
2 Punkte
Aufgabe 5
Gegeben sei die Matrix
1 2 3
A=12 8 11 |.
4 16 22
1. Bestimmen Sie die L R-Zerlegung von A.
6 Punkte
2. Ist A regular?
1 Punkt
1
3. Ist das lineare Gleichungssystem Az = b fir b= | 3 [ losbar?
0
3 Punkte

Begriinden Sie jeweils ihre Aussage!






Anhang A

Wo finde ich was?

Oft geht es so, dal man eine Formel sucht, aber nicht weif}, unter welchem Stichwort
man nachschlagen mufl. Dann mufl man sich auf eine lange Suche durch das Lehr-
buch begeben, bis man das Gewiinschte findet. Aus diesem Grund habe ich diesen
Anhang erstellt, der die Suche erleichtern soll. Die ersten, fettgedruckten Seitenanga-
ben stammen aus dem ersten Teil, den Mathematischen Losungsverfahren, die normal
gedruckten sind Verweise auf Ubungsaufgaben aus dem Semester. Die kursiven Sei-
tenangaben zeigen an, daf} es sich bei diesen Angaben um solche aus dem dritten Teil

handelt.

A.1 Differentialgleichungen

LoD anUipr = bj oo 3,39, 57
k=0
n—1
2.y H S @y = () 5, 34, 68
k=0
3.y (@)t g(@)y(x) F h(x)y® (@) =0 oo 6, 28, 51, 78
4. y'(x) = fla)g(y(x)) coviii 7,26, 27, 28, 57, 63, 68, 12, 12, 14
D Y (@) = A y(@) e 7,24, 32, 78
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A.2 Numerische Verfahren
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