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1 Komplexitatsklassen
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2 Rekursionsgleichungen

1 Rekursionsbaume

Allgemeines Prinzip:

Mithilfe von Rekursionsbédumen lasst sich die Losung einer Rekursionsgleichung erraten,
indem die Aufteilung in Teilprobleme iterativ dargestellt wird.

Beispiel: T'(n) = 27(5) +n-logyn,T(0) =1

T(n)

nlog, n
n-logsn
(n/2) - T (n/2)
T(n/2 T(n/2
log, n n/2 -log, n/2 n/2 -log, n/2 2-n/2log, n/2
T(n/9) T(n/9) T(n/9) T(n/9)
n/18 1 3 njig+3 | T n/18 + 3 nj18+3 | 4-n/4log, n/4
TO)T(O)T(O)T(0O)T(0O)T(0) =-reeeveee T(0)T(0)T(0)T(0)T(0)T(0)
< ologn — >
logy n logy n
. n n : n
T(n)= " 2" o -logs (57) + 241 = > 2" logs () + 2
(n) ; i 1092\ 5 + ; 092 \ 5; +2-n
Die Rekursionsgleichung leitet sich wie folgt her:
h
Z (Rekursive Kosten auf Ebene i) + Gesamtkosten der Blitter(= c - b"*!)
i=0

mit Verastelungsgrad b.
Bei der Bestimmung der Hohe h ist folgendes zu beachten:

- Ist der Basisfall T(0), so ist die Hohe um 1 erhéht, da zusétzlich die Elemente der
Ebene T(0) betrachtet werden.



KAPITEL 2. REKURSIONSGLEICHUNGEN

Typische Hohen:

T(n) =0b-T(2)
— h =log.n
T(n)=0b-T(n—c),ce{1,2}
— h=2

T(n) = b-T(V/n)

— h =log, log,n

2 Substitutionsmethode

Allgemeines Vorgehen:

Losung 'raten’ (z.B. Rekursionsbaum)
Betrachte die jeweilige Definition des betrachteten Falls (O, ©,, 6, o, w)

Setze die geratene Losung in den rekursiven Teil (7'(n)) der Rekursionsgleichung
ein und beweise entsprechend der Definition des betrachteten Falls.
Teile durch Umformen den Term in 2 Teile auf:

- Einem Teil, der einer Konstanten multipliziert mit der beweisenden Schranke
entspricht und

- Einem Restterm, durch Abschétzen iiber die Konstante die Definition des
Falls bestérkt.
Gegebenenfalls muss durch Variablentransformation die Rekursionsgleichung zu-
néchst vereinfacht werden.
- Haufigste Transformationen:
-n=2"&m=logn
- T(2™) = S(m)

Beispiel:
Bestimme die exakte Losung der Rekursionsgleichung

T(n) = ¢/n+ 3 mit T(2) = 2.



KAPITEL 2. REKURSIONSGLEICHUNGEN

T(n)=THn)+3 |Variablentransformation m = log, n
& T(™ =T((2%)+3 | Umbenennung T(2™) = S(m)
& S(m) = S(g) +3 | Losung bekannter Rekursionsgleichung: S(m) =
& S(m) =3-logz m+ S(1) | da S(1) = T(2) = 2 (Anfangsbedingung)
& S(m)=3"-logzm+2 | m=log,n
& T(n) =3-logzlog, n+2

3 Mastertheorem

T(n) =b-T(%) + f(n)

mitb<lundc>1

Anzahl der Blatter im Rekursionsbaum:

E . log(
n” mit B = ; g(c =log.b

1. f( ) € O(nF=¢) (fiir ein € > 0)
T(n) € ©(n")

2. f( ) € ©(n")

(n) € ©(n" - log(n))

(nE—i-e
d -
€

*ﬂ

3

(n)

(%)
T(n)

) (fiir ein € > 0) und
f(n) (fiir d < 1, n hinreichend grof)
O(

f(n))

3. f
b

ol m
IN =

L=

Grenzen des Mastertheorems:

Das Mastertheoren ist nicht anwendbar, wenn
- die Funktion f(n) negativ ist.
- b oder ¢ ¢ N0,

- der Unterschied von n¥ und f(n) nicht polynomiell ist.

S(g)+3



3 Datenstrukturen

1 Listen

Einfach verkettete Listen

head ﬂ 48 ‘Q"% 34 ‘."—' -

Doppelt verkettete Listen

head tail

Laufzeiten
Implementierung
Operation einfach verkette Liste doppelt verkettete Liste
insert(L,x) 9(1) 9(1)
remove (L,x) ©(n) o(1)
search(L,k) O(n) O(n)
minimum (L) @(n) @(’7)
maximum(L) ©(n) O(n)
search(L,k) O(n) O(n)
minimum(L) O(n) O(n)
maximum(L) O(n) O(n)
successor(L,x) O(1) (1)
predecessor(L,x) O(n) (1)
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2 Baume

2.1 Binarbaume

Allgemeiner Aufbau

Ein Bindrbaum ist ein gerichteter, zykelfreier Graph mit Knoten (nodes, allgemein: ver-
tices) V und gerichteten Kanten (edges).

__ Wurzel

A S

: 1(‘32 7777777777777777 +» Ebene 0
™,
Il innerer
n!
g la- - Knoten ~-4|
5. 6 K :fi ——————— » Ebene 1
_Q: //
:E\ \ / / \
=1 '
o 4
| 34 103 1056 |
%i ale | ; | » Ebene 2
2 / \ !
:O‘ ' !
T \ ’

: 2‘3 4‘0 S A +» Ebene 3

\ q- -———_— '\\‘\\ \\ II

"7 - Blatt

Begriffsklarung Bindrbaume

- Es gibt genau einen ausgezeichneten Knoten, die Wurzel (root).
- Alle Kanten zeigen von der Wurzel weg.

- Diese Kanten sind Zeiger. Jedes Element bekommt zwei dieser Zeiger (left und
right) zu den nachfolgenden Elementen.

- Der Ausgangsgrad jedes Knotens ist hochstens 2.

- Der Eingangsgrad eines Knoten ist 1, bzw. 0 (bei der Wurzel).
- Sonderfall: Baum mit V = E = ().

- Ein Knoten mit leerem linken und rechten Teilbaum heifst Blatt (leaf).

- Die Tiefe (auch: Ebene) eines Knotens ist sein Abstand, d. h. die Pfadlange, von
der Wurzel.

- Die Hohe eines Baumes ist die maximale Tiefe seiner Blatter.
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Allgemeine Eigenschaften

- Ebene d hat hochstens 2¢ Knoten.
- Mit Hohe h kann ein Bindrbaum mazimal 2" — 1 Knoten enthalten.

- Mit n Knoten hat ein Bindrbaum mindestens die Hohe h = [logyn + 1] — 1

Traversierungen

Eine Traversierung ist ein Baumdurchlauf mit folgenden Eigenschaften:
1. Die Traversierung beginnt und endet an der Wurzel.

2. Die Traversierung folgt den Kanten des Baumes. Jede Kante wird genau zweimal
durchlaufen: Einmal von oben nach unten und danach von unten nach oben.

3. Die Teilbdume eines Knotens werden in festgelegter Reihenfolge (zuerst linker,
dann rechter Teilbaum) besucht.

4. Unterschiede bestehen darin, bei welchem Durchlauf man den Knoten selbst (bzw.
das dort gespeicherte Element) ,besucht.

(Die Arraydarstellung einer Traversierung nennt man Linearisierung)
Es gibt 3 verschiedene Formen der Traversierung:

- Inorder-Traversierung: “Scannen von links nach rechts”
Zuerst linken Teilbaum, dann Wurzel, dann rechten Teilbaum ausgeben.

- Preorder-Traversierung: “Wie Einfiigereihenfolge”
Zuerst Wurzel, dann linken, dann rechten Teilbaum ausgeben.

- Postorder: “Soweit wie moglich runter”
Zuerst linken, dann rechten Teilbaum, dann Wurzel ausgeben.
2.2 Binare Suchbiaume

Allgemeine Definition

Ein bindrer Suchbaum (BST) ist ein Bindrbaum, der Elemente mit Schliisseln enthélt,
wobei der Schliissel jedes Knotens

- mindestens so grof ist, wie jeder Schliissel im linken Teilbaum und
- hochstens so grofs ist, wie jeder Schliissel im rechten Teilbaum.

Fiihrt man auf einem bindren Suchbaum eine Inordertraversierung durch, so erhélt man
mit einer Laufzeit von ©(n) die Schliissel als Linearisierung in sortierter Reihenfolge.
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Operationen auf Bindren Suchbidumen
Suchen

Traversiere (durchsuche) den Baum:

- Falls der gesuchte Schliissel gleich dem aktuell betrachteten Schliissel ist:
Suche beenden

- Falls der gesuchte Schliissel kleiner als der aktuell betrachtete Schliissel ist:
Durchlaufe den linken Teilbaum (linkes Kind ist neuer betrachtete Schliissel)

- Falls der gesuchte Schliissel groffer als der aktuell betrachtete Schliissel ist:
Durchlaufe den rechten Teilbaum (rechtes Kind ist neuer betrachtete Schliissel)

Komplexitat: O(h)

Einfiigen

1. Suche einen geeigneten freien Platz:

Wie bei der reguldren Suche, aufer dass, selbst bei gefundenem Schliissel,
weiter abgestiegen wird, bis ein Knoten ohne entsprechendes Kind erreicht
ist.

2. Hénge den neuen Knoten an:

Verbinde den neuen Knoten mit dem gefundenen Vaterknoten.

Komplexitat: ©(h) (wegen der notwendigen Suche)

Nachfolger finden
Es gibt 2 mogliche Fille:

1. Der rechte Teilbaum existiert:

— Der Nachfolger ist der linkeste Knoten (das Minimum) im rechten Teilbaum.

2. Der rechte Teilbaum existiert nicht

— Der Nachfolger ist der jiingste Vorfahre, dessen linker Teilbaum den Aus-
gangsknoten enthélt.

Komplexitat: O(h)
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Loschen

Drei mogliche Fiélle:

1.

2.

3.

Knoten hat keine Kinder: Losche den Knoten

Knoten hat ein Kind: Schneide den Knoten aus. Verbinde also den Vater- und den
Kindknoten direkt miteinander.

Knoten hat zwe: Kinder:
- Finde den Nachfolger.
- Losche den Nachfolger aus dem Baum.

- Ersetze den Knoten durch dessen Nachfolger.

Komplexitat: O(h)

Links- und Rechtsrotationen

leftRotate(1) /

2 .
S

v

rightRotate(2)
4—

Komplexitat: ©(1)

2.3 Rot-Schwarz-B3aume

Allgemeine Eigenschaften

Ein bindrer Suchbaum, dessen Knoten jeweils zusétzlich eine Farbe haben, hat die Rot-
Schwarz-Eigenschaft, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1.
2.
3.

Jeder Knoten ist entweder rot oder schwarz.
Die Wurzel ist schwarz.

Jedes (externe) Blatt ist schwarz.

Ein roter Knoten hat nur schwarze Kinder.

Fiir jeden Knoten enthalten alle Pfade, die an diesem Knoten starten und in einem
Blatt des Teilbaumes dieses Knotens enden, die gleiche Anzahl schwarzer Knoten.
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Die Schwarzhohe bh(x) eines Knotens x ist die Anzahl schwarzer Knoten bis zu einem
(externen) Blatt, x ausgenommen. Die Schwarzhohe bh(t) eines RBT t ist die Schwarz-
Hohe seiner Wurzel.

Elementare Eigenschaften

Ein Rot-Schwarzbaum t mit Schwarzhthe h = bh(t) hat:
— Mindestens 2h — 1 innere Knoten.
— Héchstens 4h — 1 innere Knoten.

— Ein Rot-Schwarz-Baum mit n inneren Knoten hat hochstens die Héhe 2-log(n+1).

Operationen auf Rot-Schwarzbiumen

Einfiigen

7/ 7/
e 7
7 7/
, /(\@\'node node ./CQ N
7 A
AY AY
N N
Y A
, Qa\'node node ./CQ N
7 A

- Jeder neu eingefiigte Knoten ist rot.
- Ist der Vaterknoten ¢ schwarz, ist der Einfiigevorgang abgeschlossen.

- Ist der Vaterknoten c rot, so muss die Rot-Rot-Verletzung behoben werden.
Es gibt 3 mogliche Félle:

Fall 1: Onkelknoten e ist rot

- Umfarben von ¢ und e auf schwarz und d auf rot

10
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- Lose evtl. hoher liegende Rot-Rot-Verletzung iterativ auf.
- ist d die Wurzel, so wird d wieder schwarz gefarbt.

Fall 2: Onkelknoten e ist schwarz, neuer Knoten liegt innen

- Uberfiihre zu Fall 8 durch Rotation um Vater ¢ nach aufen.

Fall 3: Onkelknoten e, neuer Knoten liegt aufsen

| |
——bh(-) =x+1 —— bh(-) = 777

N X \\/X-i-l

’
>

- Rotation in Richtung e um Grofsvaterknoten d.

- d rot farben.

- ¢ schwarz farben.

Komplexitat: O(logn)

3 Graphen

Definitionen

Ein gerichteter Graph G ist ein Paar (V, E) mit

- einer Menge Knoten (vertices) V und

- einer Menge (geordneter) Paare von Knoten £ C VzV, die (gerichtete) Kanten
(edges) genannt werden.

- Falls E eine Menge ungeordneter Paare ist, heift G ungerichtet.

Ein Teilgraph (subgraph) eines Graphen G = (V | E ) ist ein Graph G’ = (V' E’) mit:

11
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V'CVund E' C E.

— Ist V' C V und E' C F, so heiltt G’ echter Teilgraph.

e

Transponierter Graph: In G7 ist die Richtung der Kanten von G umgedreht.

Vollstandiger (und symmetrischer) Digraph
auf vier Knoten

Terminologie bei Graphen

Grapheigenschaften

Der Graph G heifst symmetrisch, wenn aus (v, w) € E folgt (w, v) € E.

Der Graph G ist vollstindig, wenn jedes Paar von Knoten mit einer Kante verbun-
den ist.

Knoten w ist adjazent zu Knoten v, wenn (v, w) € E.
Transponiert man G, so erhiilt man GT = (V, E') mit (v,w) € E’ gdw. (w,v) € E.

Ein Weg von Knoten v nach w ist eine Folge von Kanten (v;, v;11) : vov1v...05_10g,
so dass vy = v und v, = w

Ein Weg, bei dem alle Kanten verschieden sind, heifit Pfad.
Linge eines Pfades (Weges) ist die Anzahl der durchlaufenen Kanten.
Knoten w heifst erreichbar von v, wenn es einen Pfad von v nach w gibt.

Ein Zyklus ist ein nicht-leerer Weg bei dem der Startknoten auch Endknoten ist.
- Ein Zyklus der Form vv heifst Schleife (loop, self-cycle).
- Fin Graph ist azyklisch, wenn er keine Zyklen hat.

12
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l - Schleife

A

Beispiele fiir Wege: A B E D B und C F F, Beispiele fiir Pfade: ED B und C F

Fiir ungerichtete Graphen G gilt:

- Ein Graph G heifst zusammenhdngend, wenn jeder Knoten von jedem anderen
Knoten aus erreichbar ist.

- FEine Zusammenhangskomponente von G ist ein maximaler zusammenhéngen-
der Teilgraph von G.

- In einer Ansammlung von Graphen heifit ein Graph maximal, wenn er von
keinem anderen dieser Graphen ein echter Teilgraph ist.

Fiir gerichtete Graphen G gilt:

- G heilst stark zusammenhdngend, wenn jeder Knoten von jedem anderen aus er-
reichbar ist.

- G heiftt schwach zusammenhdngend, wenn der zugehorige ungerichtete Graph (wenn
alle Kanten ungerichtet gemacht worden sind) zusammenhéngend ist.

- FEine starke Zusammenhangskomponente von G ist ein maximaler stark zusammen-
hangender Teilgraph von G.

Ein nicht verbundener Graph kann eindeutig in verschiedene Zusammenhangskompo-
nenten aufgeteilt werden.

Zusammenhangskomponenten

13
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Darstellung als Adjazenzmatrix und Adjazenzliste

Die Adjazenzmatrix-Darstellung eines Graphen ist durch eine naxn Matrix A gegeben,
wobei A(7, j) = 1, wenn (v;,v;) € E, sonst 0.

- Wenn G ungerichtet ist, ergibt sich eine symmetrische Adjazenzmatrix A (d.h.
A = AT). Dann muss nur die Hilfte der Datenmenge gespeichert werden.

— Platzbedarf: ©(n?)

Bei der Darstellung als Array von Adjazenzlisten gibt es ein durch die Nummer des
Knoten indiziertes Array, das jeweils verkettete Listen (Adjazenzlisten) enthélt.

- Der i-te Arrayeintrag enthalt alle Kanten von G, die von v; ,ausgehen®.
- Ist G ungerichtet, dann werden Kanten doppelt gespeichert.

- Kanten, die in G nicht vorkommen, benotigen keinen Speicherplatz.

— Platzbedarf: ©(n + m)

TMO AT

Adjazenzliste

010100
000010
000011
010000
000100

(00000 1|

Adjazenzmatrix

Abbildung 3.1: Beispiel fiir die Darstellung als Adjazenzmatrix und Adjazenzliste

14



4 Flusse

1 Allgemeine Flusseigenschaften

1.1 Flussnetzwerke

Ein Flussnetzwerk ist ein gerichteter Graph, dessen Kanten die Zusatzinformation der
Kapazitit tragen (Kanten sind wie Wasserrohre).s,t € V' (Quelle s, Senke t) sind aus-
gezeichnete Knoten des Netzwerkes.

— An der Quelle wird produziert
— An der Senke wird verbraucht

— Kapazitdt = maximale Durchsatzrate

1.2 Fluss in einem Flussnetzwerk

Ein Fluss f hat folgende Eigenschaften:

Beschriankung: Fiir v € V gilt: f(u,v) < ¢(u,v).

Ein Fluss f ist also immer maximal so groft wie die Kapazitat c.

Asymmetrie: Fiir v € V gilt: f(u,v) = —f(v,u)

Wird die Flussrichtung umgekehrt, so &ndert sich das Vorzeichen des Flusses.

Flusserhaltung: Fiir u € V — {s,t} gilt: X,cv f(u,v) =0

Was in einen inneren Knoten, der weder Quelle noch Senke ist, hineinfliefst
kommt auch wieder heraus.

— f(u,v) ist der Fluss vom Knoten u zum Knoten v.

— Der Wert |[f| eines Flusses f ist der Gesamtfluss aus der Quelle s:

1= f(s,V)

veV

— Ein mazimaler Fluss ist einen Fluss mit maximalem Wert fir ein Flussnetzwerk.

15
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1.3 Fliisse zwischen Knotenmengen

fix,Y) = Z f(x,y) firY CV
vey
f(X,y) = Zf(x,y) fir X CV
xeX
FX,Y) = >3 flxy) firX,ycv
xeX yeY
f(X,X)=0 fir X C V
f(X,Y)=—f(Y,X) fir X, Y C V

FIXUY,Z)=Ff(X,2)+f(Y,Z) firX,Y,ZCV:XNY =0
F(ZXUY)=FZX)+f(Z,Y) firX,Y,ZCV:XNY =0

2 Ford-Fulkerson-Methode

Prinzip
— Uberfiithre den Graphen in ein Flussnetzwerk.

— Suche einen beliebigen Pfad zwischen s und t heraus.
— Bestimme die minimale Kapazitit (maximalen Durchfluss) dieses Pfades.

— Bestimme die Flusserhohung, indem der Fluss entlang des Pfades gleich der
Kapazitiat der Kante mit der minimalen Kapazitit gesetzt wird.

— Bilde das Restnetzwerk, indem der Durchfluss als umgekehrte Kanten einge-
zeichnet wird (eventuell existierende Gegenpfade werden verrechnet).

— Fahre solange fort, neue Pfade zu suchen, bis es keine augmentierende (den Fluss
weiter vergrofernde) Pfade mehr gibt, d.h. die Senke noch von der Quelle aus
erreichbar ist.

— Der Maximale Fluss ist die Summe aller Flusserh6hungen.

16



5 Algorithmenprinzipien

1 Divide & conquer - Teilen und Beherrschen

Das Prinzip hinter Divide & conquer- Algorithmen ist, dass sie ein Problem in kleinere
Teilprobleme teilen, die zwar dem urspriinglichen Problem &hneln, jedoch eine kleinere
Grofse besitzen. Die Teilprobleme werden dabei rekursiv gelost. Anschliefend werden die
Losungen der Teilprobleme dann kombiniert, um daraus die Losung des Ursprungspro-
blems zu erhalten. Das Paradigma umfasst drei Schritte:

- Teile das Problem in eine Anzahl von Teilproblemen auf.

- Beherrsche die Teilprobleme durch rekursives Losen. Hinreichend kleine Teilpro-
bleme werden direkt gelost.

- Verbinde die Losungen der Teilprobleme zur Losung des Ausgangsproblems.

2 Greedy-Algorithmen

Greedy(‘gierige’) Algorithmen sind dadurch gekennzeichnet, dass sie in jedem Schritt
eine kuzfristig optimale Losung wihlen. Diese Losungsfindung sollte eine moglichst ge-
ringe Komplexitat haben. Nachdem eine Wahl fiir eine Losung getroffen wurde ist diese
nicht mehr riickgéngig zu machen.

Die Losungsstrategie eines Greedy-Algorithmus’ ist optimal, wenn sie sich aus optimalen
Teilproblemen zusammensetzt, die unabhéngig von anderen Teillésungen sind.

3 Dynamische Programmierung

Dynamische Programmierungs-Probleme sind Optimierungsprobleme, also Probleme, fiir
die es verschiedene Losungsmoglichkeiten mit einer Minimierung von Kosten oder einer
Mazximierung eines Wertes gibt. Damit Dynamische Programmierung moglich ist, muss
die optimale Losung aus sich iiberlappenden Teilproblemen bestehen, die sich rekursiv
aufeinander beziehen.

17
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Allgemeines Vorgehen

1. Stelle die Rekursionsgleichung (top-down) fiir den Wert der Losung auf.
— Dabei sind folgende Punkte zu kléaren:
— Festlegung der Basisfélle
— Unterscheidung zwischen Maximierungs- und Minimierungsproblem.

— Festlegung der Abbruchbedingungen
2. Lose die Rekursionsgleichung bottom-up.
3. Bestimme aus dem Wert der Losung die Argumente der Losung.

4. Rekonstruiere die Losung.

— dies geschieht durch aufstellen einer Losungstabelle, die entsprechend der Re-
kursionsgleichung ausgefiillt wird.

3.1 Rucksackproblem

Gegeben sei ein Rucksack, mit maximaler Tragkraft M, sowie n Gegenstéinde, die so-
wohl ein Gewicht als auch einen Wert haben. Nehme mdglichst viel Wert mit, ohne den
Rucksack zu tberladen.

Rekursionsgleichung

Sei also C[i, j] der maximale Wert des Rucksacks mit Tragkraft j, wenn nur die Gegen-
stande 0, ...,7 — 1 beriicksichtigt werden.

—00 firj <0

max(C[i—1, ], ¢i—1 + C[i—1, j—w;_1])
Clijl =
0 fiar i=0, />0

1 // Eingabe: Gewichte w|[i], Werte c|i], Tragkraft M
int knapDP(int w[n], int c[n], int n, int M) {

3 int Cln+1M+1]; // Array initialisieren
for (int j = 0; j <=M; j++)
5 Cl0,j] = 0; // Basisfall

for (int 1 = 1; i <= n; i++){

7 for (int j 0; j <=M; j++)

if (wli—-1] <= j) {
0 } (lj[i,j] — max(C[i—1,j], c[i—1] + C[i-1,j—w[i—1]]);
1 } Cli,j| =C[i—1,j]; // passt nicht

18
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13 return C[n ,M|;
}
Beispiel
wll =4{2,12,1,1, 4%} cll1=4{2,4,2,1, 10}, M =15
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
o/ 0 OO O O0OO0OOOOOO0OO0OTO0OO0O 0 O0
1| 00 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2| 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 6 6
s| 0 2 2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 6 6 38
+/ 0 2 3 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6 7 38
s| 0 2 3 410 12 13 14 15 15 15 15 15 15 15 15

3.2 Longest Common Subsequence (LCS)

Sei A = (ay, ..., a,,) eine Sequenz. Die Sequenz A, = (a1, ..., a;) ist eine Teilsequenz
von A wobel i; < iy < .. <ipundij €1,...,m.
Beispiel: bca ist eine gemeinsame Teilsequenz von A = abcbdab und B = bdcaba.

Rekursionsgleichung
Hier lasst sich die Rekursiongleichung fiir den Wert, also die Léange der LCS aufstellen:
L[i,j] = |[LCS(A;, B;)|

0 fir i =0 oder j =0
L[i—1j-1+1 falls a; = by, i, j > 0
max(L[i,j —1],L[i —1,j]) falls aj # b;, i,j >0

Llij] =

int lcs(int seql|[], int 11, int seq2|], int 12) {
> int L[11+1,12 +1];
for (int 1 = 0; i i= 11; i++)
. L[i,0] = 0;
for (int j = 0; j i= 12; j++)
6 L[0,j] = 0;
8 for (int i = 1; i i= 11; i++) {
for (int j = 1; j i= 12; j++) {
10 if (seql|i] = seq2][j]) {
L{i,j| = L[i -1, j - 1] + 1;
12 } else if (L[i — 1, j] > L[i, j — 1]) {
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} else{
L[laJ] :L[iv - 1];
}
}

return L[11,12];
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6 Sortieralgorithmen

1 Einfache Sortieralgorithmen

1.1 Insertionsort - Sortieren durch einfiigen

Prinzip:

[0[12[17]17]19] s REISICIGORCIAIITSISa/AT

+—p» L « >
bereits sortiert noch unsortiert

als Nachstes einzusortieren

- Beginne beim zweiten Element.

- Der unsortierte Bereich des Arrays wird von links nach rechts durchlaufen.

- Gehe zun ersten bisher noch nicht beriicksichtigten Element.

- Suche die richtige Position fiir das Element im bereits sortierten Arrayabschnitt.
- Fiige das Element an die richtige Stelle ein.

- Verschiebe alle bereits sortierten Elemente Rechts vom eingefiigten Element um 1
nach rechts.

= Wiederhole solange, bis das Ende des Arays erreicht ist.

void insertionSort (n){
for (i = 1; 1 < n; i++)
if (E|i] < E[1i-1]){
int temp = E[i];
for (j = 1; j>0&& E[j—1| > temp; j——){
E[j] = E[j -1[;
}
E[j] = temp;

}
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1.2 Selectionsort
Prinzip:
1. Setze Pointer i auf das erste Element.

2. Suche kleinstes Element rechts von i und speichere die Position dieses Elementes
als m.

3. Vertausche i. Element mit dem Wert des Elementes an Position m.
Setze 1 um eins hoch.

= Wiederhole 2./3. bis Ende des Arrays erreicht.
1 void selectionSort (Array E) {

int i,j,m;
3 for (i = 0; i < E.length; i++) {

5 fo? (j:i+1; j < E.length; j++) {
if (B[j] <= E[m]) {
7 m = J;
}
0 }
int v = E[i];
11 E[l] :E[m]§
E[m] = v;
13 }
}

2 Hohere Sortieralgorithmen

2.1 Heapsort
Prinzip:
1. Heapsort:
- butldHeap: Heap aus Array aufbauen.

- Beginne beim letzten Element und gehe nach vorne durch, bis der Arrayanfang
erreicht ist:

- Tausche das erste Arrayelement mit dem aktuell betrachteten.

- Heapify: Stelle die Heapeigenschaft wieder her.

2. Heapify (Heapeigenschaft wiederherstellen):

- Beginne beim letzten Element und gehe riickwérts bis zum ersten Element:

22
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- Finde das Maximum der Werte Ali] und seiner Kinder

- Is Ali] bereits das grofite Element, dann ist der gesamte Teilbaum auch
ein Heap.

- Sonst: Tausche Ali] mit dem grofsten Element und fiihre Heapify er-
neut in diesem Unterbaum aus.

void buildHeap (int E[]) {
2 for (int i = E.length / 2 — 1; i >= 0; i—) {
heapify (E, E.length, i);

s }
}
6
s void heapSort(int || E) {
buildHeap (E);
10 for (int i = E.length — 1; i > 0; i—) {
swap (E[0], B[i]);
12 heapify (E, i, 0);
}

14 }

16 void heapify (int || E, int n, int pos) {
int next = 2 x pos + 1;

18 while (next < n) {
(next + 1 < n && E[next + 1] > E[next]) {
20 next = next + 1;
}
22 if (E[pos]| > E[next]|) {
break;

24

swap (E[pos|, E[next]);
26 pos = next;

next = 2 x pos + 1;

s}

23
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Beispiel fiir Heapsort mit Eingabearray F = [12,6,8,3,4,0, 2]

2.2 Countingsort
Prinzip:

- Zunéachst ein Histogramm- Hilfsarray erstellen, in dem die Haufigkeit jeder Zahl
gespeichert wird.

- Positionsarray erstellen, in dem von links nach rechts die Werte des Histogramm-
Arrays aufaddiert werden.

Histogramm: | 2 | 0 0 1 2 1
Positionen: 212401 24+0 | 2+1 | 3+2 | 5+1

Beispiel:

- Ausgabearray von hinten nach vorne erstellen, indem die neue Position der Zahl
X im Eingabearray der Wert an Position (X — 1) des Positionsarrays ist.

- Der Wert des Positionsarrays wird anschliefsend um 1 verringert.
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Beispiel:

| Eingabe: |6 [8[0[3]5]4]0]4]

01112314 718
Histogramm: | 2 (O |0 |1 |2 |1]1]0|1
Positionen 212121356778
Ausgabearray Positionsarray
0111283456701 |2|3|4|5|6]7]|8
4 2121234 /6|7|7]|8
0 4 11223467 |7/|8
0 4 |4 112123367718
0 4145 11212335 |7|7]8
013 |4]4]|5 112122357718
003445 02223 |5|7|7]8
003445 81022235 |7|7|7
0(0][3]4[4]|5]6|8(0[2[2|2|3|5|7]6]|7

int [n] countingSort(int[] E, int n, int k){

int [| histogram = new int[k]|; // Direkte Adressierungstabelle
for(int 1 = 0; 1 < 0; i++){

histogramm |E[i]]|++;
1

for(int 1 = 1; i
histogramm [ i |
}

//Berechne Position

int ergebnis|n];

for (int i = n — 1; i >= 0; 1—){

//léduft nur stabil, wenn rickwéarts gezdhlt wird.
histogram |[E[i]|——;
result [histogram [E[i]]| = E[i];

/) Zahle Haufigkeit

< ki i) // Berechne Position
= histogram |[i] + histogram|[i — 1];

}

return result;

2.3 Mergesort

Prinzip:

- Teile das Zahlenarray in zwei (moglichst) gleichgrofse Halften auf.
- Beherrsche: Sortiere die Teile durch rekursives Mergesort-aufrufen.

- Verbinde je zwei bereits sortierte Teilsequenzen zu einen einzigen sortierten Array.

25
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// Aufruf: mergeSort(E, 0, E.length —1);
void mergeSort (Array E, int links, int rechts){
if (left < right) {

int mid = (left + right) / 2; // finde Mitte
mergeSort (E, left , mid); // sortiere linke Haelfte
mergeSort (E, mid + 1, right); // sortiere rechte Haelfte

// Verschmelzen der sortierten Haelften
merge (E, left , mid, right);

}

void merge(int E[], int left , int mid, int right) {
int a = left |
b = mid + 1;
int Eold[| = E;
for (int left left <= right; left++) {

19

21

23

25

27

=0 ;
if (a > mid) { // Wir wissen (Widerspruch): b <= right
E[left] = Eold|b];
b4+
telse if (b > right || Eold|a] <= Eold[b]) {
E|[left| = Eold|a];
att
telse {
E[left] = Eold|[b];
b4+

2.4 Quicksort
Prinzip

Die Elemente werden zunéchst auf die richtige Hélfte des Arrays gebracht, und dann
rekursiv sortiert.

1. Teile: Ein Pivotelement aus dem Array auswéahlen, Array in zwei Hélften aufteilen:
- Kleiner als das Pivotelement

- Mindestens so grof wie das Pivotelement

2. Beherrsche: Die Teile rekursiv sortieren, das Pivotelement zwischen die sortierten
Teile setzen.

Prinzip der Partitionierung:

- Es werden drei Bereiche eingesetzt: “< Pivot”, “> Pivot” und “ungepriift”.

26
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141|26|17(25]19]17| 8| 3] 6 ]69]12] 4 | 2 |13|34| 0 |
A

Pivot l Partitionierung

[8[3]6[12[4]2[13]0[17]41]26[17[69]25[19]34]
t+—@ > t+t— >
< Pivot > Pivot

- Solange das zusétzliche Element “< Pivot” ist, schicke die linke Grenze nach rechts.

- Solange das zusétzliche Element “>= Pivot” ist, schiebe die rechte Grenze nach
links.

- Tausche das links gefundene mit dem rechts gefundenen.

= Fahre fort, bis sich die Grenzen treffen.

void quickSort (int E[], int left, int right) {
if (left < right) {
int i = partition(E, left , right);
// 1 ist Position des Pivotelementes
quickSort (E, left, i — 1); // sortiere den linken Teil
quickSort (E, i + 1, right); // sortiere den rechten Teil

}

int partition (int E[], int left , int right) {

// Wahle einfaches Pivotelement

int ppos = right, pivot = E|[ppos];

while (true) {
// Bilineare Suche
while (left < right && E[left]| < pivot) left++;
while (left < right && E[right| >= pivot) right ——;
if (left >= right) {

break;

}

swap(E[left |, E[right]);

swap (E[left |, E[ppos]);
return left; // gib neue Pivotposition als Splitpunkt zuriick

2.5 Dutch National Flag- Problem
Prinzip: Jedes Feld eines Arrays kann drei mogliche Werte haben: Rot, Weifs oder Blau.
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- Teile das Array in wvier Regionen auf:
1. 0<i<r
2.u<i<b
3.6<i<n

- Es gibt 3 Zeiger:
- r: Rote Region
- b: Blaue Region
- u: Unbekannte Region
ru b
v i v
Zeigerstartposition beim Dutch National Flag- Problem

- Steht u auf einem roten Feld, wird E[u] mit E[r + 1] vertauscht und der rote
Bereich vergrofiert und der unbekannte Bereich um 1 verringert (r++, u++)

- Steht u auf einem weiffen Feld, wird der unbekannte Bereich um 1 verkleinert
(u++)

- Steht u auf einem blauen Feld, wird E[u] mit E[b— 1] vertauscht. Der blaue Bereich
erhoht sich um 1. (b—, u bleibt gleich!)

= Der Algorithmus terminiert, wenn u = b.
In jedem Schritt wird entweder u erhéht, oder b verringert.

void DutchNationalFlag(Color E[|, int n) {
int r =0, b=mn+ 1; // rote und blaue Regionen sind leer

int uw=1; // weif e Region ist leer, die unbekannte — E
while (u < b) {
if (E[u] = rot) {
swap (E[r + 1], Efu]);

r = r+1; // vergréf ere die rote Region
u=u-+ 1; // verkleinere die unbekannte Region

if (E[u] — weiss) {
u=u-+ 1;

if (E[u] = blau) {
swapt()E[b - 1], Elu]);

—1; // vergro £ ere die blaue Region
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3 Gesamtiibersicht iiber Sortieralgorithmen

Laufzeitkomplexitét

Algorithmus Worst case | Average case | Speicher | Stabilitat
Insertionsort O(n?) O(n?) in-place | stabil
Selectionsort O(n?) O(n?) in-place | nicht stabil (*)
Quicksort O(n?) O(nlogn) O(logn) | nicht stabil(*)
Mergesort O(nlogn) O(nlogn) O(n) stabil
Heapsort O©(nlogn) O©(nlogn) in-place | nicht stabil
Countingsort! O(n + k) O(n+ k) O(n + k) | stabil

Dutch National Flag | ©(n) ©(n) in place | nicht stabil

(*): Vorlesungsversion ist nicht stabil, es existiert jedoch auch eine stabile Version.
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7 Graphenalgorithmen

1 Graphensuche

1.1 Tiefensuche
(Tiefensuche: Depth-First Search, DFS)

Prinzip:
— Alle Knoten als "nicht gefunden’ markieren.
— Aktuellen Knoten als ‘gefunden’ markieren.

— Jede Kante mit 'gefundenem’ Nachfolger:

— FErforsche Kante, besuche Nachfolger und forsche von dort aus weiter bis es
nicht mehr weiter geht.

— Fiir jede Kante mit gefundenem Nachfolger:

— Kante iiberpriifen ohne den Knoten selbst zu besuchen.
— Knoten als ’abgeschlossen’ markieren.

= Man erhélt die Menge der vom Startknoten aus erreichbaren Knoten.
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)
{
(9
()
©
(9

Beginn der Tiefensuche Erforsche einen Knoten

Sackgasse!
Backtracke und erforsche den nachsten Knoten

Néachster Zustand wurde bereits gefunden Nachster Zustand wurde bereits gefunden
Backtracke und erforsche den niachsten Knoten Backtracke und erforsche den nachsten Knoten

A< 2

D ist eine Sackgasse B ist eine Sackgasse
Backtracke und erforsche den nachsten Knoten Backtracke und erforsche den nachsten Knoten

Al ; Al ;

C wurde bereits gefunden E p
. rforsche den nachsten Knoten
Backtracke und erforsche den nachsten Knoten

Beide nachsten Knoten wurden bereits gefunden Fertig!

Beispiel fiir eine Tiefensuche
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void dfsSearch(List adjList[n], int n, int start){
int color|n];
for(int i = 0; i < n; i++){ // Farbarray initialisieren

color[i| = WHITE;
¥
dfsRec(adjList , n, start, color);
}
void dfsRec(List adjList[n], int start, int &color|n]){
color[start| = GRAY; // Aktuell betrachteten Knoten grau farben
foreach (next in adjlist[start]){
if (color [next| = WHITE)
dfsRec(adjList , n, next, color);
}
color[start| = BLACK; // Gefundenen Startknoten schwarz férben
}

1.2 Breitensuche
Prinzip:
— Alle Knoten als ’"nicht gefunden’ markieren
— Aktuell betrachteten Knoten als ‘gefunden’ markieren

— Jede Kante mit "nicht gefundenem’ Nachfolger:
— Gleichzeitig von allen diesen Knoten aus weiter suchen

— Kein Backtracking

= Man erhélt die Menge aller Knoten, die vom Stratknoten aus erreichbar ist.
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Beginn der Breitensuche Erforsche alle folgenden nicht-gefundenen Knoten
: D : ;
Erforsche alle folgenden nicht-gefundenen Knoten Fertig!

Beispiel fiir eine Breitensuche

void bfsSearch(list adjlist(n), int n, int start){
int color [];
Queue wait; // Warteschlange initialisieren
//Alle Knoten als ’'nicht gefunden’ markieren
for (int i = 0; i < n; i++)
color|[i]| = WHITE;
color[start| = GRAY; //Startknoten als ’'gefunden’ markieren
wait .enqueue(start)//Startknoten auf Warteschlange setzen
While (! Wait . isempty ()){
int v = wait.dequeue());//Knoten als bearbeitet von queue nehmen
foreach (w in adjlist|[v]){//Die Nachfolgerknoten von v betrachten
if color|w]| = WHITE {
color [w] = GRAY;

wait.enqueue(w); //Nachfolgerknoten als ndchste Startknoten

}
}

color [v] = BLACK; //Gefundenen Knoten als ’'abgeschlossen’ markieren

2 Sharir’'s Algorithmus

Sharir’s Algorithmus findet starke Zusammenhangskomponenten.
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Prinzip
— Tiefensuche auf Graph

— Alle Knoten, die “abgeschlossen’ sind, also gefunden wurden, auf einem Stack
speichern.

— Graph transponieren und auf diesem transponierten Graphen eine weitere Tiefen-
suche durchfiihren. Dabei in der Reihenfolge die Knoten besuchen, in der sie auf
dem Stapel stehen.

— Leiter speichern. Leiter sind Knoten, die als erste bei der 2. Tiefensuche ’entdeckt’
wurden.

Beispiel:

= Die starken Zusammenhangskomponenten sind die im stapel zwischen zwei Leitern.

e

Urspriinglicher Digraph Transponierter Graph

NOwT>oOm|

Stack am Ende der Phase 1 In Phase 2 gefundene starke Komponenten

Zeitkomplexitat

Sharir’s Algorithmus hat eine Zeitkomplexitiat von O(|V| + |E|).
Seine Speicherkomplexitét betrégt: ©(|V]).

3 Prims Algorithmus

Der Algorithmus findet minimale Spannbéume.
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Prinzip

— Bei beliebigen Knoten beginnen, Wert dieses Knotens auf 0, den der anderen auf
00 setzen.

— Glinstigste Kante bestimmen (— Greedy- Algorithmus), Werte der angrenzenden
Knoten updaten, wenn Kantengewicht kleiner als der Wert ist.

— Bei giinstigem Knoten fortfahren, bis keine weiteren Randknoten mehr verfiighar
sind.

— Bei gleichem Gewicht wird in alphabetischer Reihenfolge vorgegangen.

4 Single Source Shortest Path (SSSP)

4.1 Dijkstra-Algorithmus

Dijkstra ermittelt die kiirzesten Wege vom Startknoten zu allen anderen Knoten des
Graphen.

Hier sind (im Gegensatz zu Bellman Ford) ausschlieflich nicht negative Kantengewichte
zugelassen.

— Initialisiere alle Knoten mit oo

— Aktualisiere ausgehend vom aktuell betrachteten Knoten alle Knoten, die mit die-
sem verkniipft sind, wenn die Summe aus aktuellem Knoten und der Kante geringer
ist als der Wert des Zielknotens. Betrachte den aktuellen Knoten zukiinftig nicht
mehr.

— Fahre mit dem Knoten mit minimalem Wert fort.

— Greedy-Algorithmus

= Fiihre diese Schritte in einer (grofen) Tabelle aus (siche Beispiel).

Beispiel
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Schritt 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Knoten A D G H E I F B C
DIA] 0 X X X X X X X X
DI[B] 34 33 33 33 33 33 25 25 X
DI[C] 00 00 00 00 00 00 35 34 34
D[D] 1 1 X X X X X X X
DI[E] 00 00 00 10 10 X X X X
DI[F] 00 00 00 o0 21 21 21 X X
D[G] 0 6 6 X X X X X X
D[H] 00 8 8 8 X X X X X
D[/ o0 00 00 18 16 16 X X X

4.2 Bellman-Ford-Algorithmus

Bellman Ford bestimmt den Kiirzesten Pfad von einem Startknoten zu allen anderen
Knoten nach dem SSSP (single source shortest path)- Prinzip.
Wichtigster Unterschied zu Dijkstra ist, dass er auch mit negativen Kantengewichten
umgehen kann.
Prinzip

1. Initialisiere alle Knoten mit oo

2. Initialisiere den Startknoten mit O

3. Aktualisiere die Kosten aller direkt durch Kanten erreichbaren Knoten, wenn durch
die Summe des Ursrungsknotens und der Kosten der Kante ein geringerer Wert
erzielt wird, als der Zielknoten bislang hatte.

4. Wiederhole 3), bis sich die Kosten nicht mehr d&ndern.

— Breche ab, wenn ein negativer Zyklus vorliegt. Dies ist der Fall, wenn nach (Kno-
tenanzahl - 1)- Wiederholungen noch Verbesserungen moglich sind.

= Fiihre diese Schritte in einer Tabelle aus (sieche Beispiel).
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Beispiel

/A 1/B 1/E 1/F 2/B 2/F
A oo 0 A: o0, 0
B: o 7 6 B: o0, 7,6
C. o 15 4 31C >, 15, 4,3
D: o 2 D: o0, 2
E: o 5 E: o0, 5
F: oo 3 2 F: o0, 3,2

5 Topologische Sortierung

Topologische Sortierung bezeichnet eine Reihenfolge von Dingen, bei der vor-
gegebene Abhéngigkeiten erfiillt sind. Anstehende Tétigkeiten einer Person
etwa unterliegen einer Halbordnung: es existieren Bedingungen wie , Tatig-
keit A muss vor Téatigkeit B erledigt werden“. Eine Reihenfolge, welche alle
Bedingungen erfiillt, nennt man topologische Sortierung der Menge anste-
hender Tétigkeiten. Eine Topologische Sortierung ist nur moglich, wenn es
keinen Zyklus gibt, d.h. wenn keine gegenseitigen Abhéngigkeiten vorliegen.

Prinzip:

— Stelle die Abhéngigkeiten als Graph dar.

— Die gerichteten Kanten zeigen jeweils zum Knoten, von dem der
Ausgangsknoten abhéngig ist

— Sortiere die Knoten nach ihrer Abhéngigkeiten so dass rechts diejenigen
Knoten stehen, von denen nichts abhéngt und links diejenigen Knoten
stehen, die keine eigenen Abhéngigkeiten haben

— Versehe alle Knoten mit den jeweiligen Kosten.

= Der Kritische Pfad ist der Pfad mit den maximalen Kosten (betrachtet
von links nach rechts).

Der kritische Pfad ist eine Folge von Aufgaben vy. .. v, sodass
- vy keine Abhéngigkeiten hat

- v; abhéngig von v;_; ist, wobei est(v;) = eft(v;—1) (Keine Ver-
zOgerung!)

est: earliest starting-time
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eft: earliest finish-time

- eft(v) das Maximum iiber alle Aufgaben ergibt.

Beispiel

Arbeitsschritt Abkiirzung | Dauer | Abhéngig von
Vorlesung \Y 1 F
Folien F 4 L
Lehrstoff L 1 -
Globaliibung G 1 AM
Musterlosung M 2 A
Aufgaben A 3 L
Blatt B 1 A
Tutorenbesprechung T 1 A M

@ — T 0

®\

@

©

[
SEN

v \

®

O—EH—W ®)
r 4 1 1

w
N
=

Darstellung der Abhéngigkeiten als gerichteter Graph und als Topologische Sortierung
mit kritischem Pfad.

— Vollstandige Tiefensuche, bei der zusétzlich ein Array ’kritische Ldnge’
und ’earliest finish-time’ ibergeben wird.

— Nach der Abfrage der Knotenfarbe wird jedes mal folgende Abfrage

durchgefiihrt:
1 if(eft[next] >= est){
est = eft [next|
3 critDep [start| = next;
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}
— Bevor der Knoten schwarz gefarbt wird, wird
eft [start| = est + duration|start |
durchgefiihrt.

6 All Pairs Shortest Paths

Betrachtet wird die Lénge des Pfades jedes Knotens mit jedem anderen Kno-
ten. Hier sind negative Kantengewichte, jedoch keine negativen Zyklen zu-
gelassen.

6.1 Floyd-Warshall Algorithmus
Prinzip

Verbessert sich die Pfadldnge, wenn der Weg liber Zwischenknoten fithrt?

— Floyd-Warshall ist eine klassische Aufgabe der Dynamischen Program-
mierung;:

40 _ { Wi, ) fiir k=0
y

min <d,-(jk71), d,-(kkil) + d,gfﬁl)) fur k>0
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Beispiel
() 3 ()
; G :
9
A B C D E A B C D E A B C D E
A0 7 o 3 o A|l0 7 oo 3 ™ A|lO0O 7 16 3 8
B8 0 9 oo 1 B|8 0 9 11 1 B|8 0 9 11 1
C|5 o0 0 oo 2 c|5 12 0 8 2 c|5 12 0 8 2
DI6 o~ 3 0 4 DI6 13 3 0 4 Dl6 13 3 0 4
Eloco 9 o0 7 0 Eloo 9 oo 7 O E|17 9 18 7 0
A B C D E A B C D E A B C D E
Al 0 7 16 3 8 AlO0O 7 6 3 7 AlO0O 7 6 3 7
B8 0 9 11 1 B8 0 9 11 1 B8 0 9 8 1
c|l5 12 0 8 2 c|5 12 0 8 2 c|5 11 0 8 2
D6 13 3 0 4 D6 13 3 0 4 D6 13 3 0 4
E|17 9 18 7 0 E|13 9 10 7 O E|13 9 10 7 O

7 Algorithmen auf Flussnetzwerken

7.1 Ford-Fulkerson-Methode - Maximaler Fluss
Prinzip

— Uberfiihre den Graphen in ein Flussnetzwerk.
— Suche einen beliebigen Pfad zwischen s und t heraus.

— Bestimme die minimale Kapazitét (maximalen Durchfluss) dieses
Pfades.

— Bestimme die Flusserh6hung, indem der Fluss entlang des Pfades
gleich der Kapazitéit der Kante mit der minimalen Kapazitat gesetzt
wird.

— Bilde das Restnetzwerk, indem der Durchfluss als umgekehrte Kan-
ten eingezeichnet wird (eventuell existierende Gegenpfade werden
verrechnet).
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— Fahre solange fort, neue Pfade zu suchen, bis es keine augmentierende
(den Fluss weiter vergrofernde) Pfade mehr gibt, d.h. die Senke noch
von der Quelle aus erreichbar ist.

— Der Maximale Fluss ist die Summe aller Flusserh6hungen.

7.2 Min-cut-max-flow

Ein Schnitt (S, T) in einem Flussnetzwerk G = (V, E, ¢) ist eine Partition
SUT=V,SNT # ) mit s € S und t € T. Die Knoten werden also in zwei
Gruppen aufgeteilt: Eine, die die Senke- und eine, welche die Quelle enthalt.

12/12

11714

(Schnitt (S = /s,v1,vy/,T = [t,v3,v4/) hier 26)

Max-flow Min-cut Theorem

Ist f ein Fluss im Flussnetzwerk G, dann sind dquivalent (gleichbedeutend):
— fist ein maximaler Fluss.
— In Gy gibt es keinen augmentierenden Pfad.
— |fl = ¢(S,T) fiir einen Schnitt (S, T'), d.h. der Schnitt (S, T") ist minimal.
Daraus folgt:

— Die Kapazitit eines minimalen Schnittes ist gleich dem Wert eines ma-
ximalen Flusses. (Kapazitdt des minimalen Schnittes entspricht dem
maximalen Flusses)

— Falls die Ford—Fulkerson-Methode terminiert, berechnet sie einen ma-
ximalen Fluss.
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8 Hashing

Allgemeines Prinzip

Das Ziel von Hashing ist es, einen grofen Schliisselraum auf einen kleineren
Bereich von ganzen Zahlen abzubilden. Dabei soll moglichst unwahrscheinlich
sein, dass zwei Schliissel auf die selbe Zahl abgebildet werden. Eine Hash-
funktion bildet einen Schlissel auf einen Indexr der Hashtabelle T ab:

h:U — {0,1,...,m — 1} fiir Tabellengrofe m und |U| = n.

Wir sagen, dass h(k) der Hashwert des Schliissels k ist. Das Auftreten von
B (k) fiir k # k' nennt man Kollision.

Schliisselmenge

\
\

Hashfunktion

0 Hashtabelle
pop
h(ki)
h(kz)j h(ks)

hks) .

\

I
|
|
I
\ 4

Kollision

benutzte Schliissel

1 Hashfunktionen

Eine Hashfunktion bildet einen Schliissel auf einen Index (eine ganze Zahl)
ab.

Gute Hashfunktionen

Eine gute Hashfunktion ist charakterisiert durch folgende Eigenschaften:
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— Effizient
— Geringer Speicheraufwand
— Einfach zu berechnen
— Eingabewerte miissen nur einmal ausgelesen werden

— Ahnliche Schliissel sollten zu unterschiedlichen und breit verteilten Has-
hwerten fiihren.

— Die Hashfunktion sollte surjektiv sein, d.h moglichst jeder Hashwert
sollte genutzt werden.

— Dabei sollte alle Indizes in etwa die gleiche Haufigkeit besitzen.
Es gibt verschiedene Methoden, um eine gute Hashfunktion zu erhalten:
— Divisionsmethode: Hashfunktion: h(k) = k& mod m

— Dabei sollte m moglichst eine Primzahl sein und nicht zu nahe an
einer Zweierpotenz liegen.

— Multiplikationsmethode: Hashfunktion: h(k) = |m(k - ¢ mod 1)]
fir0<ec<1
k-c mod 1 ist hierbei der Nachkommateil von k-c, d.h. k-c—|k-c|.

— Universelles Hashing: Lost das Problem, dass es immer eine ungiins-
tige Sequenz von Schliisseln geben kann, sodass alle Schliissel auf einen
Hashwert abgebildet werden.

— Dazu wird beim universellen Hashing eine zufdllige Hashfunktion
aus einem Pool H von Hashfunktionen ausgewéhlt.

— Eine Menge H der Hashfunktionen wird als universell betrachtet,
wenn mit einer zufillig aus H ausgewahlten Hashfunktion die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Kollision zwischen den Schliisseln k und 1
nicht grofer als die Wahrscheinlichkeit % einer Kollision ist, wenn
h(k) und h(l) zufillig und unabhdingig aus der Menge {0, 1,...,m —
1} gewéhlt wurden.

— Fiir universelles Hashing ist die erwartete Lange der Liste T'[k]

- gleich a;, wenn k nicht in T enthalten ist.

- gleich 1 + o, wenn k in T enthalten ist.

2 Geschlossenes Hashing

Beim geschlossenen Hashing, auch Kollisionsauflosung durch Verkettung ge-
nannt, werden alle Schliissel, die zum gleichen Hashwert fiihren, innerhalb
einer verketteten Liste gespeichert, auf die ein Arrayeintrag verweist:
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m-—1

Idee der Kollisionsauflosung durch Verkettung

Komplexitat

— Im Worst-Case haben alle Schliissel den selben Hashwert. Suchen und
Loschen hat die selbe Worst-Case Komplexitét wie bei Listen: W(n) =
O(n).

— Im Average-Case jedoch betrigt die Laufzeit zum (erfolgreichen und
erfolglosen) Suchen A(n) = O(1 + «).

« ist hierbei der Flillgrad der Hashtabelle: a = 7= (n: Anzahl der einge-
gebenen Schliissel, m: Grofe der Hashtabelle)

3 Offenes Hashing

Allgemeines Prinzip:

Beim offenen Hashing, auch Hashing mit offener Adressierung genannt, wer-
den alle Schliissel direkt auf eine einzige Hashtabelle abgebildet. Dabei kon-
nen hochstens n Schliissel gespeichert werden:

a(n,m)=—<1

3=

Einfiigen eines Schliissels k

— Sondiere die Positionen der Hashtabelle, bis ein leerer Slot gefunden
wird

— Die zu iiberpriifenden Positionen werden mittels einer Sondierungs-
funktion in Abhéngigkeit des Schliissels k bestimmt.
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Die Hashfunktion héangt also sowohl vom Schliissel k, als auch
von der Nummer der Sondierung i ab.

Sondierungsfunktionen

Sondierungsfunktionen ordnen einen Schliissel k auf eine Position der Hash-
tabelle zu. Dazu wird bei jeder fehlgeschlagenen Zuordnung eines Schliissels
dessen Zahler i um 1 hochgesetzt und die Sondierungsfunktion mit diesen
modifizierten Parametern erneut aufgerufen.

— Lineares Sondieren: h(k,i) = (h'(k) +i) mod m (fir i < m)
mit: k: Schliissel
i: Sondierungsschritt
h’: Hashfunktion

— Die Verschiebung der nachfolgende Sondierungen ist linear von i
abhéngig, die erste Sondierung bestimmt bereits die gesamte Se-
quenz.

— Es konnen insgesamt m verschiedene Sequenzen erzeugt werden.
— Quadratisches Sondieren: h(k,i) = (H'(k) 4+ ¢1 - i + ¢z - i*) mod m
(fiir i < m)
mit: k: Schliissel
i: Sondierungsschritt
h’: Hashfunktion
Konstanten ¢q, ¢y # 0

— Die Verschiebung der nachfolgende Sondierungen ist quadratisch
von i abhéngig, die erste Sondierung bestimmt auch hier bereits die
gesamte Sequenz.

— Bei geeignet gewéahltem ¢y, cy konnen auch hier insgesamt m
verschiedene Sequenzen erzeugt werden.

— Clustering (Aneinanderreihung), welches bei linearem Sondie-
ren auftritt wird jedoch vermieden. Jedoch tritt sekunddres
Clustering immer noch auf:

Beispiel: h(k,0) = h(k’,0) verursacht h(k,i) = h(k’,q) (fiir
alle 1)

— Doppeltes Hashing: h(k,i) = (hi(k) +i-hao(k)) mod m (fiir i <
m)

mit: hq, ho: Ubliche Hashfunktionen.
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- Die Verschiebung der nachfolgenden Sondierungen ist von hs (k)
abhéngig. Die erste Sondierung bestimmt also nicht die gesamte
Sequenz.

— Dies fithrt zu einer besseren Verteilung der Schliissel in der
Hashtabelle. Dies kommt gleichverteiltem Hashing nahe.

- Sind he und m relativ prim (Teilerfremd), wird die gesamte
Hashtabelle abgesucht.

14 [ — LinleareslSoncliierenI | | .
12 — Quadratisches Sondieren
"~ Doppeltes Hashing T
10 .
8 L ]
I 6 | |
4 L ]
2 L ]
0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Fiillgrad der Hashtabelle (in %)

Vergleich der drei Sondierungsmethoden

Komplexitat

Average-Case:
— Die erfolgreiche Suche benétigt O (é - In ﬁ)
— Die erfolglose Suche benétigt O(+)

Loschen eines Schliissels k

Problematik

Im Gegensatz zum Geschlossenen Hashing kann ein zu loschender Schliissel
hier nicht einfach geléscht (durch null ersetzt) werden, da ansonsten das
beim Einfiigen geschehene Sondieren nicht berticksichtigt wird.

Daher muss hier statt einem Loschen (ersetzen mit null) der Schliissel durch
einen speziellen Wert DELETED ersetzt werden.
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9 Algorithmische Geometrie

1 Mathematische Grundlagen

Winkelbestimmung mit Determinanten

Gegeben der Streckenzug (p, q,7):

X2

X1

— —
— 7:dpq:q—pund b =d, =
~ Linksdrehung, wenn det(a, ?) >0
@

)

— Rechtsdrehung, wenn det(

%
— Wenn det(ﬁ, b) = 0 liegt r auf der Verlangerung von pg. ({pgr = 0°
oder 180°)

Polygone

nicht einfach nicht konvex konvex, einfach
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Konvexe Hiille

Die konvexe Hiille einer Menge Q von Punkten ist das kleinste konvexe Po-
lygon P, fiir das sich jeder Punkt in Q entweder auf dem Rand von P oder in
seinem Inneren befindet. Hilfreich ist hierbei die Vorstellung der Punktemen-
ge als Négel auf einem Brett, um die aufen ein Gummiband gespannt wird.
Die konvexe Hiille hat dann die Form, die durch das straffe Gummiband
gebildet wird, das alle Nagel umschliefst.

2 Graham-Scan

Der Graham-Scan gibt die konvexe Hiille einer Menge (Q von Punkten in
einem zweidimensionalen Raum aus.

Prinzip

1. Suche den Startpunkt, der auf jeden Fall auf der Hiille liegt.

— Konvention: Gewéahlt wird der Punkt mit der niedrigsten xo- Koor-
dinate. Haben mehrere Punkte die gleiche xo-Koordinate, so GIBT
zusitzlich die geringste x1-Koordinate den Ausschlag

2. Von Punkt diesem ausgehend sortiere die Punkte nach zunehmendem
(Polar-) Winkel zur z1- Achse (entspricht einer rotierenden Sweepline):

— Dies geschieht mittels Determinantenberechnung: Die Determinan-
ten der Strecken vom Startpunkt zum betrachteten Punkt und
der z1-Achse werden berechnet. Die Reihenfolge der Determinanten
gibt die Polarwinkelreihenfolge an.
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Po »

3. Die ersten drei Punkte werden nun auf einen Stapel gelegt (und somit
als "auf der konvexen Hiille liegend’ betrachtet).

4. Die weiteren Punkte werden einzeln auf ihren Winkel zu den beiden
Vorgangerpunkten auf dem Stapel iiberpriift:

— Die Winkeliiberpriifung geschieht mittels Determinante:
det(stack.top — (stack.top — 1), NeuesElement — stack.top)

— Es wird also die Determinante von (oberstem Stackelement ab-
ziiglich zweitoberstem Stackelement) und (neu hinzukommen-
dem Element abziiglich oberstem Stackelement) berechnet.

— Hier sind zwe: Félle moglich:

a) Ist die berechnete Determinante < 0, knickt die Verbindungs-
strecke der drei Punkte bei Stack.top nach rechts ab. Das obers-
te Stapelelement wird entfernt, da es sich nicht auf der Hiille,
sondern im inneren des Polygons befindet.

— Das neu hinzukommende Element wird nun erneut mit den
restlichen auf dem Stack befindlichen Elementen iiberpriift.

b) Ist die berechnete Determinante > 0, knickt die Verbindungs-
strecke der drei Punkte bei Stack.top nach links ab. Das neu
hinzukommende Element wird oben auf den bestehenden Sta-
pel gelegt.
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P9 o Pg ©

Rot: p; wird aus konvexer Hiille entfernt, Griin: pg wird anschlielend iiberpriift.

Beispiel

Konvexe Hiille fiir folgende Punkte in einem Zweidimensionalen Koordina-

tensystem:

(1, 0); (4, 1); (4, 3); (3, 3); (2, 2); (1, 4); (0, 2)

Knoten Vektoren und Determinante

(3.3)

4,3 det(<8>,<01>)20+2:2>0
(4.1)

—~~
~—

2,2

(3,3) det(<_01>,<j>)=1—0:1>0
(4.3)

~—~
~—

20

Stack

(3.3)

(4.3)

(4.1)

(1,0)

(2,2)

(3.3)

(4.3)

(4.1)

(1,0)
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Knoten

(1.4)
(2,2)
(3.3)

(1.4)

—~| |—~
w
w
~

4,3)

(1.4)

Rl
— w
N— N—

1,4)

—~| |—~] [~
> o
w N
~ ~

Vektoren und Determinante

det(( :

det(( _01 >< _12 ))_—1—0_—1§0

1),(‘21))_—2—1_—350

det((S),( _13) =0+6=6>0

det(<

-3
1

)(_; >):6+1:7>O
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Stack

(3.3)

(4.3)

(4.1)
(1,0)

(4.3)
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