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Aufgabe 1 O-Notation

Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) n?+log n € O(n?)

b) n3 € O(2")

(24-3+5=10 Punkte)
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¢) Innl € O(n n™)
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Aufgabe 2 Sortieren (44+2+4 = 10 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir einen Sortieralgorithmus fiir einfach verkettete Listen.

Die Methode void append(List list, int x) fiigt in konstanter Zeit den Wert x an das Ende der
Liste 1ist ein.

Weiterhin ist die von Mergesort bekannte Methode List merge(List listl, List list2) gegeben,
die zwei sortierte Listen 1ist1, 1ist2 in linearer Zeit zu einer sortierten Liste zusammenfiihrt.

Betrachten Sie nun folgenden Sortieralgorithmus:

List strandSort(List list){
if (list.head == null || list.head.next == null) return list;
(rest, subList) = split(list);
List sortedList = merge(strandSort(rest), subList);
return sortedList;

}

(List, List) split(List list){
List rest, subList;
int value = 0;
Element pos = list.head;
while (pos!=null){
if (value <= pos.value){
append (subList, pos.value);
value = pos.value;
}
else
append (rest, pos.value);
pos = pos.next;
}
return (rest, subList);

}

Alle Operationen aufler merge werden in konstanter Zeit O(1) ausgefiihrt.
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a) Sortieren Sie die folgende Liste anhand des strandSort Algorithmus. Notieren Sie dabei den

0~ O Uk WN

Inhalt von rest und subList nach jedem Aufruf von split sowie den Inhalt von sortedList
nach jedem Aufruf von merge.

4,3,1,7,5,2,6

List strandSort(List list){
if (list.head == null || list.head.next == null) return list;
(rest, subList) = split(list);
List sortedlList = merge(strandSort(rest), subList);
return sortedList;

}

(List, List) split(List list){
List rest, subList;
int value = 0;
Element pos = list.head;
while (pos!=null){
if (value <= pos.value){
append (subList, pos.value);
value = pos.value;
}
else
append(rest, pos.value);
pos = pos.next;

return (rest, subList);

rest subList sortedList
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b) Fiir welche Eingaben ergibt sich die Worst-Case Zeitkomplexitit von strandSort? Geben Sie
fiir Eingabelisten der Lénge n die asymptotische Worst-Case Laufzeit als Rekursionsgleichung
T(n) an.

¢) Losen Sie die Rekursionsgleichung T'(n) aus b) auf.
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Aufgabe 3 Biume (44-6=10 Punkte)

Ein AVL-Baum ist ein balancierter binidrer Suchbaum, bei dem sich fiir jeden Knoten die Hohe
seiner Teilbdume hochstens um eins unterscheiden darf.

Beispiel:

AVL-Baum: Kein AVL-Baum:

Falls durch das Einfiigen eines Knotens die AVL-Eigenschaft verletzt wird, so muss diese durch
eine Rebalancierung wiederhergestellt werden. Beim Einfiigen kénnen vier verschiedene Fille von
AVL-Verletzungen auftreten. Im Folgenden sind die zwei Félle erldutert, in denen die Verletzung
im Knoten v darin besteht, dass die Hohe des linken Nachfolgers um zwei grofier ist als die des
rechten. Die beiden anderen Félle sind hierzu symmetrisch.

Fall 1: Tritt in einem Knoten v eine Verletzung der AVL-Eigenschaft auf, wobei die Hohe des
linken Nachfolgers v um zwei grofler ist als die des rechten und hat dariiber hinaus w, der
rechte Nachfolger von wu, eine grofiere Hohe als sein Bruder (vergleiche die untenstehende
Skizze), so iiberfithren wir den Fall 1 mittels einer Linksrotation auf u in den 2. Fall, der
dann noch aufgelost werden muss.

Fall 2: Tritt eine Verletzung in einem Knoten v auf, wobei die H6he des linken Nachfolgers w um
zwei grofler ist als die des rechten und hat dariiber hinaus der linke Nachfolger von w eine
groflere Hohe als sein Bruder, so stellen wir die AVL-Eigenschaft mittels einer Rechtsrotation
auf den Knoten v wieder her (vergleiche die untenstehende Skizze).

Fall 1: Fall 2: Rebalanciert:
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a) Geben Sie den AVL-Baum an, der entsteht, wenn die folgenden Zahlen in gegebener Reihen-
folge in einen leeren Baum eingefiigt werden: 9,5,2,7, 8, 6. Zeichnen Sie den Baum nach jeder
Einfiige- bzw. Rotationsoperation.




Vorname Name Matr.-Nr.

b) Zeigen Sie per Induktion, dass ein AVL-Baum der Hoéhe h > 0 mindestens B(h) = Fib(h+1)
Blétter hat.

Hinweise:

e Die Hohe eines Baums ist definiert als die Lénge des léngsten Pfades von der Wurzel bis
zu einem Blatt.

e Fib(n) = Fib(n — 1) + Fib(n — 2) fir n > 1, Fib(0) = 0 und Fib(1) =1
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Aufgabe 4 Graphen (64+2+2=10 Punkte)

a) Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit weifl oder blau gefirbten Knoten. Geben Sie einen
auf Tiefensuche basierenden Algorithmus

boolean erfuellt(List adjLst[n], Color farbe[n], int n, int v)
an, der zu dem als Adjazenzliste gegebenen Graphen G und einem Knoten v € V' entscheidet,

ob von v aus ein blauer Knoten erreichbar ist, der mindestens einen Nachfolger besitzt und
dessen direkte Nachfolger alle blau sind.
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b) Geben Sie die Laufzeitkomplexitéiit Thres Algorithmus aus a) an.

¢) Losen Sie die Rekursionsgleichung T'(n) = 4T(%) 4 3n? mit Hilfe des Mastertheorems.

10
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Aufgabe 5 Gewichtete Graphen (34+3+4=10 Punkte)

Der folgende gewichtete Graph G sei gegeben:

10 20
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a) Ermitteln Sie mit Hilfe des Dijkstra-Algorithmus die kiirzesten Wege von Startknoten A
zu allen anderen Knoten des Graphen. Verwenden Sie hierzu die untenstehende Tabelle und
notieren Sie fiir jeden Rechenschritt den aktuell gewdhlten Knoten zur Verbesserung der Wege
sowie die Lénge der bis zu diesem Zeitpunkt moglichen kiirzesten Wege fiir jeden noch nicht
abgeschlossenen Knoten (D]...]). Streichen Sie die Felder der Tabelle durch, die nicht mehr
benétigt werden.

Schritt 0 1 2 3 4

Knoten
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b) Wenden Sie die Ford-Fulkerson-Methode an, um zu G einen maximalen Fluss von s = A nach
t = E zu berechnen.

(i) Erweitern Sie den noch leeren Fluss in der folgenden Abbildung entlang des augmentie-
renden Pfades p = A — B — D — E und geben Sie das zugehorige Restnetzwerk an.
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(ii) Bestimmen Sie weitere augmentierende Pfade ausgehend von obigem Fluss. Geben Sie
sowohl die Pfade als auch ihre Restkapazitdten an und tragen Sie den resultierenden
maximalen Fluss in die folgende Abbildung ein. Geben Sie zusétzlich das Restnetzwerk
zu dem von Thnen bestimmten maximalen Fluss an.
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¢) Gegeben sei ein ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, E, w) und eine echte Teilmenge V'
von V mit V' # 0 und V # V’. Sei e eine Kante in G mit minimalem Gewicht, welche die
Mengen V' und V' \ V' verbindet. Zeigen Sie, dass ein minimaler Spannbaum von G existiert,
der e enthélt.
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Aufgabe 6

Baumstamm-Zerlegung

(5+34+2=10 Punkte)

Ein Baumstamm der Lange L soll so zerlegt werden, dass moglichst wenig Verschnitt entsteht. Gehen
Sie davon aus, dass beim Sédgen kein Material verloren geht. Gegeben sind n > 0 Baumstiicke der

Léngen ki, ks, . .

., kn, wobei k; > 0 fur alle 0 < j < n. Gesucht ist eine Teilmenge von {1,...,n},

so dass der Baumstamm mit moglichst wenig Rest zerlegt werden kann. Jedes Stiick wird hierbei

nur einmal benétigt.

Beispiel: Sei L = 10 und 3,4,6,5 die Ladngen der gewiinschten Baumstiicke. Schneidet man von dem
Baumstamm Stiicke der Lange 3 und 4 ab, so erhilt man ein Reststiick der Lange 3, welches nicht
weiter verwendet werden kann. Zerlegt man den Baumstamm hingegen in Stiicke der Léngen 4 und

6, so bleibt kein Rest. Dies wire eine optimale Zerlegung fiir das gegebene Problem.

a) Geben Sie eine rekursive Gleichung fiir das Teilproblem C'(7,1) an, wobei C(4,1) der minimale

Rest fiir einen Baumstamm der Liange [ < L und den Baumstiicken kq, . .

ki, 0 <1 <nist.

14
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b) Geben Sie eine Implementierung nach dem Prinzip der dynamischen Programmierung an, die

den minimalen Rest fiir eine gegebene Baumstammléinge L > 0 und Baumstiicke k1, ko, . .., ky,

berechnet.

¢) Geben Sie die Worst-Case Zeit- und Speicherkomplexitét des von Thnen entworfenen Algo-

rithmus an.
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