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Aufgabe 1
Geben Sie detailliert und mit Erlduterung eine Turingmaschine an, welche die Funktion f :
Yool = Siool Mit f(w) = 0wl berechnet.

boo

Losung zu 1: Drei verschiedene Zustédnde sind fiir die Turingmaschine nétig:

e Der Anfangszustand ¢u beschreibt zugleich den Zustand “gehe weiter nach rechts bis
zum ersten Blank (hinter dem Eingabewort)”;

e Der Zustand ¢; wird angenommen, wenn das erste Blank direkt hinter dem Eingabewort
erreicht wurde und dort die 1 geschrieben wird, und bedeutet “gehe weiter nach links
bis zum ersten Blank (vor dem Eingabewort)”;

e Der Endzustand ¢, wird angenommen, wenn das erste Blank direkt vor dem Eingabewort
erreicht wurde und dort die 0 geschrieben wird, da dann die Turingmaschine M stoppen
soll.

Wir erhalten die Turingmaschine M = ({qo, ¢1, s}, Lbool, Lboot U {}, o, s, §), wobei wir die
Transitionsfunktion § durch die folgenden Turingzeilen angeben:

% 0 0 R q (w hinter der Eingabe noch nicht

o 1 1 R q erreicht, also weiter nach rechts laufen.)
0 - 1 N ¢ (w durch 1 iiberschreiben)

@1 0 0 L ¢ (w vor der Eingabe noch nicht

¢ 1 1 L ¢ erreicht, also weiter nach links laufen.)
@i - 0 N g (w durch 0 ersetzen, stoppen)

Beispiel-Konfigurationsfolge (gehort nicht zur Losung der Aufgabe!):
q01100 s 1(]0100 v 11(]000 —u 110(]00

s 1100q0w 2y 1100¢,1 gy 110,01 —5; 11,001

Far 1¢11001 =57 ¢111001 =57 ¢1 11001 =57 ¢,011001



Aufgabe 2

(a) Sei f: X}, — .o total und berechenbar. Zeigen Sie, dass der Bildbereich f(%}, )
von f semi-entscheidbar ist.

(b) Zeigen Sie die gleiche Behauptung fiir den Fall einer partiellen berechenbaren Funktion
f : Ef)ool_ — Ef)ool‘

Losung zu 2: (a): f : 35, — Xi,, ist nach Voraussetzung total und berechenbar. Es
existiert also ein Algorithmus A, der fiir alle Eingabeworter u € ¥f , mit der Ausgabe f(u)
terminiert.

Zu zeigen ist, dass der Bildbereich f(3; ) von f, also die Menge {v € X} ., | Ju € 3}, :
v = f(u)}, semi-entscheidbar ist. Dies wiederum bedeutet, dass es einen Algorithmus A’ gibt,
der f(Xf,,) semi-entscheidet.

A’ arbeitet auf der Eingabe w wie folgt: Wir priifen mit Hilfe von A alle Eingabeworter
u € 35, in kanonischer Reihenfolge durch, bis wir ein Wort u mit f(u) = w gefunden haben.
Existiert ein solches Wort u, so werden wir es auf diese Art finden und lassen dann A’ mit 1
terminieren. Existiert kein solches Wort wu, so werden wir unendlich lange weitersuchen, d. h.

A’ terminiert nicht.
Damit ist gezeigt, dass der Bildbereich von f semi-entscheidbar ist.

Anmerkung zur Lisung:
A’ kann alternativ auch graphisch dargestellt werden:

Berechne f(u) mit
Hilfe von A

u := néchstes Wort nein j
sgabe 1
in kanon. Reihenfolge 1se

(b): Mit den gleichen Uberlegungen wie im Teil (a) miissen wir auch in diesem Fall zu einer
Eingabe w alle moglichen Worter v € Xf_; unter Verwendung von A daraufthin iiberpriifen,
ob f(u) = w gilt. Da es aber Worter gibt, fiir die A nicht stoppt, miissen wir ein etwas anderes
Verfahren anwenden, um alle Worter testen zu kénnen.

Fiir jedes zu priifende Eingabewort u; wird A j Schritte lang laufen gelassen fiir alle Kombi-
nationen aus u; und j, wie die folgende Abbildung veranschaulicht.

1 2 3 4

> j

Uo
U1

U2




Man geht dabei wieder in kanonischer Reihenfolge vor. Terminiert die Berechnung von A fiir
eine FKingabe u;, so vergleicht man den Ausgabewert mit w.

Gilt w = f(u) fiir ein u € X}, so gibt es eine Schrittzahl j, so dass A bei Eingabe von u
nach j Schritten mit der Ausgabe w terminiert. Mit oben genanntem Verfahren wird diese
Kombination aus Eingabewort und Schrittzahl in endlicher Zeit erreicht. In diesem Fall gibt
der neue Algorithmus dann also 1 aus.

Gibt es kein u € X, mit w = f(u), so kann auch keine solche Kombination aus u und
Schrittzahl j gefunden werden. Der neue Algorithmus terminiert dann also nicht.

Damit ist gezeigt, dass der Bildbereich von f semi-entscheidbar ist.

Aufgabe 3

Gegeben seien folgende LOOP-Programme:

P : X3 := X1 + X2; Py: loop X1 P: if X1 > 0 then
X3 :=X3 - 1; X4 := X4 + X2 if X2 > 0 then
X2 := X2 - 1; end; Pi;
X1 :=X1 -1 Py;

X1 := X3 + X4
else X1 := 0 end
else X1 := 0 end

Seien kl, kg, kg, k4 € IN. Bestimmen Sie ﬂpll(kla kQ, kg, k4, 0, .. ) und ﬂpgl(kl, kg, kg, k4, 0, .. .),
und geben Sie f}(f) an.

Losung zu 3: Es ist

I[Pll(kl,kg,kg,k4,0, .. ) — (kl - 1,]€2 - 1,]€1 —|— kQ - 1,/{54,0, . .),
I[PZI(klak27k37k4707 s ) = (k17k27k3ak4 + kl ' k?) s )

Durch Ausrechnen bekommt man heraus
(2) | Ofalls ky = 0 oder ky =0
fP (kl’ kZ) N { kl + k'g -1+ (kl - 1)(k2 - 1) sonst.

Etwas einfacher also fl(f)(kl, ko) = ky - ko.

Aufgabe 4

Geben Sie eine geeignete Ubersetzung an, um REPEAT-Programme in WHILE-Programme
zu iiberfithren: Definieren Sie induktiv iiber den Aufbau der REPEAT-Programme P das
jeweilige WHILE-Programm P’.

Erinnerung: Das repeat-Statement lautet repeat P until Xi = 0.

Loésung zu 4:

Induktionsanfang: Handelt es sich bei dem REPEAT-Programm P um eine Wertzuwei-
sung, so ist P’ = P ein zu P dquivalentes WHILE-Programm.



Induktionsschritt: Ist P von der Form

(a)
(b)
(c)

)

(d) repeat P; until Xi = 0,

PI;P27
if Xi > 0 then P, else P, end,
loop Xi begin P; end oder

so existieren nach Induktionsvoraussetzung zu P;, P, dquivalente WHILE-Programme
P/, P). Dann ist

(a) Pr; P,
(b) if Xi > O then P| else Pj end oder
)
)

loop Xi begin P| end

(c

(d) P! ;while Xi>0 do P! end

jeweils ein zu P dquivalentes WHILE-Programm.

Aufgabe 5

Es sei TOT AL das folgende Entscheidungsproblem:
Gegeben: Turingmaschine M iiber ¥,).
Frage: Stoppt M fiir alle Eingaben?

Zeigen Sie H < TOTAL.

Losung zu 5: Es ist eine berechenbar Funktion f anzugeben, die Turingmaschinen auf
Turingmaschinen abbildet, so dass fiir alle Turingmaschinen M iiber ¥, gilt

M:e — stop & VYwe X, f(M):w— stop.

Sei M eine Turingmaschine iiber ¥y,,0. Die Maschine f(M) arbeitet wie folgt: f(M) 16scht
die Eingabe und arbeitet dann (auf dem jetzt leeren Band) so wie M.
Die Funktion f ist berechenbar. Es bleibt zu zeigen:

M:e — stop & VYwe Xy : f(M):w— stop.

Wenn M auf dem leeren Band stoppt, dann stoppt f(M) fiir jede Eingabe, da f(M) den
Input zunéchst 16scht und dann wie M arbeitet.

Wenn M auf dem leeren Band nicht stoppt, dann stoppt f(M) auch nicht auf dem leeren
Band, da f(M) sich auf dem leeren Band so verhilt wie M. Also stoppt f(M) nicht fiir jede
Eingabe.

Aufgabe 6
Begriinden Sie anhand der Arbeitsweise einer geeigneten Turingmaschine, dass die Sprache
{0F1%2% | k € IN} {iber dem Alphabet X = {0, 1,2} in TIME(n?) ist.



Losung zu 6: Die Arbeitsweise einer Turingmaschine, die die Sprache {0¥1%2% | £ € IN}
entscheidet, lisst sich in folgende Phasen aufteilen. Die Eingabe sei w € {0, 1, 2}*.

1. Ist w = ¢, dann Ausgabe 1.

2. Wenn in w eines der Segmente 02, 10, 20, 21 vorkommt, dann Ausgabe 0.

3. Wiederhole die folgenden Schritte.

(a) Gehe an den Anfang von w.
(b) Durchlaufe w und ersetze jeweils eine 0, eine 1 und eine 2 durch $.

Bis keine 0 oder keine 1 oder keine 2 mehr auf dem Band steht.
4. Wenn noch eine 0, eine 1 oder eine 2 auf dem Band steht, dann Ausgabe 0, sonst
Ausgabe 1.

Korrektheit: Nach der Phase 2 ist klar, dass w die Form 0%1/2™ hat. Nach der Phase 3
sind in der Eingabe jeweils gleich viele Nullen, Einsen und Zweien durch $ ersetzt worden.
Stehen danach nur noch $ auf dem Band, dann war die Eingabe korrekt, ansonsten waren die
Anzahlen der Buchstaben nicht gleich.

Hat die Eingabe w die Linge n, dann haben die verschiedenen Phasen die folgenden Laufzei-
ten.

1. Test, ob der Lesekopf zu Beginn auf einem Blank steht: O(1).

2. Einmaliges Durchlaufen der Eingabe: O(n).

3. Maximal n Durchldufe der Schleife. Bei jedem Schleifendurchlauf einmaliges Durchlaufen
der Eingabe: O(n?).

4. Einmaliges Durchlaufen der Eingabe: O(n).

Also ergibt sich insgesamt eine Laufzeit von O(n?).

Aufgabe 7
In der Variante PCP’ vom PCP gibt es zusétzlich eine Zahl [ € IN als Eingabe. Die Frage ist
dann, ob es eine Losung der Linge <[ gibt.

(a) Geben Sie eine genaue Formulierung des PCP und der Variante PCP’.
(b) Zeigen Sie, dass das PCP’ entscheidbar ist.

Losung zu 7:
(a): Formulierung des PCP:

Gegeben: Zwei Wortlisten (uq, ..., uy,), (v1,...,v,).

Frage: Existiert eine Indexfolge (iy,...,4) iber {1,...,n} mit u;, ---u;, = v;, -~ - v, 7

Formulierung des PCP’:

Gegeben: Zwei Wortlisten (uq,...,u,), (vi,...,v,) und ein [ € IN.

Frage: Existiert eine Indexfolge (iy,...,) ber {1,...,n} mit u; ---u;, = v ---v; und
k<I?

(b): Es gibt nur endlich viele Indexfolgen der Linge < [ iiber {1,...,n}. Fiir alle die-

ser moglichen Indexfolgen (iy,...,ix) mit & < [ kann man testen, ob Sie die Bedingung

Wiy + U, = v, -0 v;, erfiillen.
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Anwesenheitsiibung

Al
Seien [,m € IN mit m > 2. Zeigen Sie, dass es

(a) m! Wérter der Linge = [ und

(b) m:::1 Worter der Linge <[

iiber dem Alphabet ¥, gibt.

A 2

Sei m > 1. Eine Kodierung der Worter iiber ¥,, durch Wérter iiber 3, ist eine Funkti-
on f: X, — X derart, dass fiir alle ay,...,ax,b1,...,0, € 3 (k,n > 0) gilt: Wenn
flay) -+ flag) = f(by) -+ f(bn), 80 k =n und a; = b; fiir alle i < n.

Geben Sie verschiedene Kodierungen f,, von ¥, durch Woérter iiber Y., an und zeigen Sie,
dass es sich bei f,,, um eine Kodierung handelt.

A3
Es sollen ,, Transitionsgraphen® wie in folgendem Beispiel kodiert werden.

ﬂ_b)g
1 b

Beschreiben Sie iiber einem geeigneten Alphabet ein Kodierungssschema durch Woérter und
geben Sie fiir das Beispiel die Kodierung an.
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Serie 1

Aufgabe 1 4 Punkte
Wir betrachten das Alphabet Y3 = {1, 2, 3}.

(a) Bestimmen Sie die Werte 73(12) und ~v3(3132).

(b) Bestimmen Sie die Worter d3(12) und d3(79).

Aufgabe 2 4 Punkte
Die lexikographische Ordnung <., auf den nichtleeren Wortern iiber einem geordnenten Al-
phabet geht wie in einem Lexikon vor.

(a) Geben Sie eine prézise Definition fiir den Fall des Alphabets 3, (m > 1). Es ist festzu-
legen, wann fiir zwei Worter a; ...ay, by ...b (mit k,1 > 0) iiber ¥,

ay...0; <jex b1 ...bg
gilt.
(b) Geben Sie iiber ¥, eine unendliche absteigende Kette
Wo >lex W1 >lex W2 Zlex *

al.

Abgabe: Dienstag, 24.10.2000
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Serie 2

Aufgabe 3 4 Punkte
Eine Wortmenge W C ¥* heift wiederholungsfrei aufzihlbar, wenn es einen Aufzéhlungsal-
gorithmus gibt, der die Elemente von W jeweils genau einmal ausgibt. Zeigen Sie:

W aufzidhlbar = W wiederholungsfrei aufzéhlbar.

Aufgabe 4 4 Punkte
Eine Wortmenge W C ¥* heifit monoton aufzidhlbar, wenn es einen Aufzédhlungsalgorithmus
gibt, der die Elemente von W geméf kanonischer Reihenfolge (insbesondere wiederholungsfrei)
ausgibt. Zeigen Sie (fiir den Fall, dass W unendlich ist):

W entscheidbar < W monoton aufzihlbar.

Aufgabe 5 4 Punkte
Wir betrachten Modula3-Programme mit Integervariablen unter der Vorgabe, dass deren
Werte durch eine Zahl k beschrinkt sind (etwa gegeben durch die Léngenbeschrinkung der
Bitworter fiir die Zahlendarstellung). Alle arithmetischen Funktionen seien dennoch immer
definiert (bei Wertebereichsiiberschreitung sei etwa der Wert 0 vereinbart).

Zeigen Sie, dass folgendes Problem entscheidbar ist

Gegeben: Modula3-Programm P nur mit Integervariablen fiir Werte vom Betrag < k.

Frage: Terminiert P bei Initialisierung der Variablen mit 07

Abgabe: Dienstag, 31.10.2000, in der Vorlesung
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Serie 3

Aufgabe 6 4 Punkte
Fiir a € Yo sei @ = 0 falls a = 1 und @ = 1 falls a = 0. Geben Sie (mit Erkldrung) eine
Turingmaschine an, die die Funktion f : ¥} | — X, mit f(a; ---a;) = a; - - - @ berechnet.
Geben Sie die Konfigurationsfolge Threr Turingmaschine auf der Eingabe 001 an.

Aufgabe 7 4 Punkte
In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass man auf die Moglichkeit des , N (der Kopf wird
nicht bewegt) in der Transitionsfunktion einer Turingmaschine verzichten kann. Geben Sie
also an, wie man zu einer gegebenen Turingmaschine M = (Q, %, T, qo, g5, d) eine dquivalente
Turingmaschine M’ = (@', %, 17, ¢, q.,d") erhilt (d.h. M’ soll die gleiche Funktion wie M
berechnen), deren Transitionsfunktion die Form ¢’ : Q' x I'" — I'" x {L, R} x @' hat.

Aufgabe 8 4 Punkte
Zeigen Sie (auf intuitiver Ebene):
Eine Wortmenge W C ¥* ist aufzdhlbar genau dann, wenn sie semi-entscheidbar ist.

Abgabe: Dienstag, 7.11.2000, in der Vorlesung
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Serie 4

Aufgabe 9 4 Punkte
Wir betrachten die Funktion gg7" : IN?*—~ — IN, mit gg7'(z,y) = grofiter gemeinsamer Teiler
von z und y (wobei g¢T'(0,y) = ggT(x,0) = L vereinbart sei). Geben Sie als Formulierung
des ,Euklidischen Algorithmus® ein WHILE-Programm an, das gg7 berechnet.

Aufgabe 10 4 Punkte
Zeigen Sie, dass folgende Funktionen LOOP-berechenbar sind:

(a) fi:IN =N, fi(n)

(b) f2:IN =N, fo(n) = [Vn].

Aufgabe 11 4 Punkte
Wir betrachten ,,LOOP-freie additive Programme®. Diese sind WHILE-Programme, welche
kein loop, kein while, und als zweistellige Operationen in Wertzuweisungen nur + und —
enthalten. Zeigen Sie: Es gibt eine totale LOOP-berechenbare Funktion, die durch kein LOOP-
freies additives Programm berechenbar ist.

Hinweis: Thr Beweis sollte folgendes enthalten:

1. eine Funktion f mit zugehorigem LOOP-Programm P,

2. eine Eigenschaft F, die jede Funktion g besitzt, welche durch ein LOOP-freies additives
Programm berechnet wird, die aber auf f nicht zutrifft.

Abgabe: Dienstag, 14.11.2000, in der Vorlesung
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Aufgabe 12 4 Punkte
Geben Sie WHILE- oder LOOP-Programme zur Berechnung der folgenden Funktionen an:

(a) fib:IN — IN mit fib(0) = fib(1) = 1 und fib(n+2) = fib(n)+ fib(n+1) fiir allen € N,
(b) f:IN — IN mit f(n) = 22" fiir alle n € IN.

Aufgabe 13 4 Punkte
Zeigen Sie, dass man bei WHILE-Programmen auch ohne das if .. then .. else-Konstrukt
auskommt. Geben Sie dazu eine geeignete Ersetzung an, mit der man if .. then .. else-

Konstrukte aus WHILE-Programmen eliminieren kann.

Aufgabe 14 4 Punkte
Sei f: IN — IN LOOP-berechenbar, und sei F': N? — IN, F(z,y) = f¥(z) (d.h. die y-fache

Iteration von f, angewandt auf x).
Zeigen Sie, dass F' LOOP-berechenbar ist.

Abgabe: Dienstag, 21.11.2000, in der Vorlesung
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Aufgabe 15 4 Punkte
Zeigen Sie, dass f: IN — IN,

f(n) = 1 falls n Primzahl ist,
"= L sonst

WHILE-berechenbar ist. Kommentieren Sie Ihr Programm, nennen Sie insbesondere die Zwecke
der benutzten Variablen.

Aufgabe 16 4 Punkte

(a) Sei A eine Menge und R C Ax A. Fiir alle @ € A definieren wir R, :={b € A | (a,b) € R}.
Zeigen Sie, dass D := {b € A | (b,b) ¢ R} verschieden ist von allen R, mit a € A.

(b) Sei R = {(u,v) € ool X Lbool | w ist nicht Kodewort einer TM, die angesetzt auf v stoppt}.

Zeigen Sie: Fiir jede entscheidbare Wortmenge L iiber Xy, gibt es ein u € Yy, mit
L = R,. (Hinweis: Ist L entscheidbar, so ist auch das Komplement von L entscheidbar
und somit insbesondere semi-entscheidbar.)

Sei D definiert wie in (a). Beschreiben Sie D mdglichst einfach. Folgern Sie aus (a), dass
D nicht Turing-entscheidbar ist.

Aufgabe 17 4 Punkte
REPEAT-Programme seien induktiv analog den WHILE-Programmen aufgebaut, jedoch mit
Verwendung folgender Klausel an Stelle der Einfithrung der while-Schleife: Ist P, REPEAT-
Programm, so auch repeat P, until Xi = 0 end.

Das Programm P; wird also so oft durchgefiihrt (mindestens einmal), bis Xi den Wert 0 hat.
Zeigen Sie folgende Behauptung: Fiir jedes REPEAT-Programm P gilt: Ist m > maxind(P),
so existiert ein WHILE-Programm P’ mit

IPl(Evs s Fons 0, ) = [P)(Bry - Koy 0, ).

Fiihren Sie den Beweis durch Induktion iiber den Aufbau der REPEAT-Programme. Den In-
duktionsschritt der Konstruktion von P’ sollten Sie fiir das repeat-Konstrukt und ein weiteres
(Verkettung oder if-then-else oder loop) genau formulieren.

Abgabe: Dienstag, 28.11.2000, in der Vorlesung
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Aufgabe 18 4 Punkte
Betrachten Sie folgende zwei Entscheidungsprobleme:

(P1) Gegeben: TM M iiber {0,1}, Wort w € {0,1}*, Zahl n > 0.
Frage: Stoppt M, angesetzt auf w, nach < n Schritten?

(P2) Gegeben: TM M iiber {0,1}, Wort w € {0,1}*, Zahl n > 0.
Frage: Stoppt M, angesetzt auf w, nach > n Schritten?

Kléren Sie (mit Beweis), ob (P1) bzw. (P2) entscheidbar ist.

Aufgabe 19 4 Punkte
Sei H,,; das folgende Entscheidungsproblem:

Gegeben: TM M iiber {0, 1}.

Frage: Akzeptiert M das Wort 1117
Zeigen Sie: Hyy; < H und H < H,y;. (Hierbei ist H das Halteproblem im Sinne der Vorle-
sung.)

Aufgabe 20 4 Punkte
Eine Turingmaschine M iiber {0, 1} heifit eingabebeschrinkt, wenn sie den Bandbereich des
Eingabewortes (einschlieBlich der zwei Begrenzungsfelder) nicht verldsst. Man arbeitet hier-
zu mit den Sonderzeichen $ und ¢ im Arbeitsalphabet, ldsst die Maschine jeweils mit einer
Anfangskonfiguration ¢gow$ beginnen und vereinbart, dass fiir die Endmarker ¢, $ nur Tu-
ringzeilen der Form ¢¢¢Rq' und ¢$$Lq" zur Verfiigung stehen.
Zeigen Sie, dass folgendes Problem entscheidbar ist:
Gegeben: Eingabebeschrinkte Turingmaschine M iiber {0,1} und Wort w € {0, 1}*.
Frage: Stoppt M von Anfangskonfiguration ¢gow$ aus?
Hinweis: Wieviele verschiedene Konfigurationen kann es geben?

Abgabe: Dienstag, 5.12.2000, in der Vorlesung
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Aufgabe 21 4 Punkte
Wir betrachten Entscheidungsprobleme der Form P = (IN, P) mit Eingabemenge IN. Fiir
&: (]N,Pl) und&: (]N,Pg) Sei&@&: (]N,Pl @PQ) mit

PoeP:={2n|neP}U{2n+1]|n € Ps}.
Zeigen Sie, dass P; ® P, ein ,kleinstes Problem > Py, P, ist:
(a) A<Pi®@Pund P, <P @D
(b) Fiir alle Entscheidungsprobleme @ mit Eingabemenge IN gilt: Wenn P} < Q und P < Q,
so PLo P <Q.

Aufgabe 22 4 Punkte
Entscheiden Sie fiir die folgenden Beispiele (mit Begriindung), ob das Postsche Korrespon-
denzproblem jeweils eine Losung hat.

(a) = = (bbb, abb) und y = (bb, babbb).
(b)

o=
(c) = = (a,aab,baaa) und y = (aa, bb,a).
(d) «=(

= (a, bba, aab) und y = (ba, aaa, ba).

= (bb, baa, ab,aa) und y = (ab, ba, aa, aba).
Losen Sie alternativ eine der Aufgaben 23 bzw. 23'.

Aufgabe 23 4 Punkte
Das eindimensionale Dominospiel bezieht sich auf Dominos, bei denen die zwei gegeniiberlie-
genden Seiten jeweils mit einer ,Farbe* (hier einer natiirlichen Zahl) gekennzeichnet sind. Ein
Dominotyp d ist damit gegeben durch seine zwei Farben; man schreibt d = (n1, ns). (Ein Domi-
no ist gerichtet und darf nicht gedreht werden.) Ein Dominospiel ist eine endliche Menge D =
{di,...,d;} von Dominotypen; von jedem Typ stehen beliebig viele Dominos zur Verfiigung.
Eine Zeilenparkettierung mit D ist eine unendliche Folge (mq, m1)(m1, mo)(msa, m3)(ms,my) - - -
wobei jeder Dominotyp (m;,m;4+1) zu D gehort.
Zeigen Sie durch Angabe eines Algorithmus, dass folgendes Problem entscheidbar ist.
Gegeben: Dominospiel D
Frage: Gibt es eine Zeilenparkettierung mit D?

Aufgabe 23’ 4 Punkte
Sei PCP(1) ds Postsche Korrespondenzproblem fiir Worter iiber dem einelementigen Alphabet
{a}. Zeigen Sie, dass PCP(1) entscheidbar ist.

Abgabe: Dienstag, 12.12.2000, in der Vorlesung
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Aufgabe 24 5 Punkte
Zeigen Sie durch Riickgriff auf die Definition:

(a) 6n*+12n+ 10 € O(n?),
(b) 2nH10 e O(2").
Uberpriifen Sie mit kurzer Begriindung Threr Antwort die folgenden Aussagen:
(c) n* € O(n-log’n),
(d) n-logn € O(n?),
(d) 3" € 20,

Aufgabe 25 4 Punkte
Beschreiben Sie informell die Arbeitsweise einer Turingmaschine M (mit Angabe typischer
Konfigurationen), die die Eingabe ,,verdoppelt*: gow %, ¢sw U w.

Geben Sie anhand dieser informellen Darstellung eine Laufzeitschranke (in O-Notation) fiir
M an.

Aufgabe 26 3 Punkte
Die Funktionen f; : {0,1}* — {0,1}* und f, : {0,1}* — {0,1}* seien durch polynomzeitbe-
schrinkte Turingmaschinen berechenbar (etwa mit den Polynomzeitschranken p;(n), pa(n)).
Zeigen Sie, dass die Verkettungsfunktion f : {0,1}* — {0,1}* mit f(w) = fo(fi(w)) poly-
nomzeitberechenbar ist, und geben Sie ein geeignetes Polynom an.

Losen Sie die Aufgabe unter der Annahme, dass Turingmaschinen bei Terminierung nur das
Ausgabewort auf dem Band stehen haben.

Abgabe: Dienstag, 19.12.2000, in der Vorlesung
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Aufgabe 27 4 Punkte
Wir betrachten die Menge der Dezimaldarstellungen d(n) natiirlicher Zahlen n (ohne fiihrende
Nullen). Eine Zahl > 2 heif8t zusammengesetzt, wenn sie nicht prim ist. Sei Z die Wortmenge

Z = {d(n) | n zusammengesetzt}.

Zeigen Sie, dass Z zu NP gehort

(a) durch grobe Skizzierung der Arbeitsweise einer geeigneten polynomzeitbeschriankten NTM,

(b) durch Formulierung eines polynomial gréBenbeschréinkten Suchproblems, das die Frage
,Gehort d(n) zu Z“ kodiert.

Zusatzfrage (ohne Wertung): Konnen Sie zeigen, dass Z € P?

Aufgabe 28 4 Punkte
Wir betrachten zwei Wortmengen K, L C {0,1}*. Die Wortmenge K - L enthilt alle Worter
w, die sich zerlegen lassen in der Form w = uv mit v € K, v € L.

K, L seien in P, d.h. in Polynomzeit entscheidbar. Zeigen Sie:

(a) K- L € NP (durch Anwendung einer der Definitionen von NP).

(b) K - L € P (durch grobe Skizzierung der Arbeitsweise einer geeigneten polynomzeitbe-
schrinkten DTM).

Aufgabe 29 4 Punkte
Beim Quine-McCluskey-Verfahren zur Schaltkreisminimierung ergibt sich in der zweiten Pha-
se ein ,, Uberdeckungsproblem*: Aus einer 0-1 Matrix (mit wenigstens einer 1 in jeder Spalte)
sind moglichst wenige Zeilen auszuwihlen, so dass bei Restriktion auf diese Zeilen in jeder
Spalte eine 1 steht (vgl. Oberschelp, Vossen, Rechnerautbau und Rechnerstrukturen, Ab-
schnitt 2.4.2).

Wir betrachten folgendes Problem (U):

Gegeben: 0-1 Matrix M mit Spalten # Nullvektor, Zahl £ > 1.
Frage: Geniigen k Zeilen zur Uberdeckung von M?

Zeigen Sie mit Hilfe einer geeigneten Kodierung von M und k durch Wérter, dass (U) in NP
liegt.

Abgabe: Dienstag, 16.1.2001, in der Vorlesung
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Aufgabe 30 4 Punkte
Die Sprache L iiber dem Alphabet ¥ sei weder = ¥* noch = (). Es gelte Ly € P. Zeigen Sie

P = NP & Lj ist NP-vollstindig.

Aufgabe 31 4 Punkte
Zeigen Sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Ausdriicke in DNF (disjunkti-
ver Normalform) in Polynomzeit losbar ist. (Ein Algorithmus in Pseudocode mit Begriindung
seiner Korrektheit geniigt.)

Aufgabe 32 4 Punkte
Betrachten Sie das Problem PCP’ (Probeklausur, Aufgabe 7):

Gegeben: Zwei Wortlisten (uy,...,u,), (v1,...,v,) und eine Zahl [ € IN.

Frage: Existiert eine Indexfolge i1,..., 7, mit m <[ und w; - u;, = v, -+ -v;,,7

(a) Geben Sie eine formale Sprache L' an, die PCP’ kodiert.

(b) Zeigen Sie, dass L' zu NP gehort (durch Anwendung einer Definition von NP Threr Wahl).
Alternative: Unterstellen Sie, dass (a) und (b) gezeigt sind. Zeigen Sie, dass PCP’ NP-

vollstindig ist.
Hinweis: Gehen Sie vom Unentscheidbarkeitsbeweis fiir PCP aus.

Abgabe: Dienstag, 23.1.2001, in der Vorlesung
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Aufgabe 33 4 Punkte
Wir betrachten das Problem 3SAT (fiir KNF-Formeln mit genau 3 Literalen pro Klausel).
Geben Sie in Pseudocode einen deterministischen Algorithmus zur Losung von 3SAT an, der
in einem Backtracking-Verfahren aus jeder Klausel ein Literal sucht, das wahr gesetzt sein
soll; hierbei werden die Literale einer Klausel /; V5 VI3 in der Reihenfolge [y, 5, I3 betrachtet.

Aufgabe 34 4 Punkte
Zeigen Sie, dass die Sprache {wcw | w € {0,1}*} iber dem Alphabet {0, 1, ¢} in DLOG ist.

Aufgabe 35 4 Punkte
Wir betrachten das Problem INDEPENDENT SET:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und ein k € IN.

Frage: Gibt es eine Teilmenge U von V mit |U| > k so, dass keine zwei Knoten aus U durch
eine Kante verbunden sind?

Zeigen Sie: CLIQUE <, INDEPENDENT SET.

Abgabe: Dienstag, 30.1.2001, in der Vorlesung
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Aufgabe 36 4 Punkte
Stellen Sie die Arbeitsweise des QBF-Auswertungsalgorithmus anhand der beiden Formeln

qﬁl = El[L‘lvaEllL'g((lL'l V .’172) A (.'172 V ZL‘3) N (ZL'_Q V .'17_3)),

¢2 = HxIV:rQEng((xl V .’172) AN (ZL‘Q V ZL‘3) A\ (.'172 V .'17_3))

dar. Notieren Sie hierzu, fiir welche Formeln der Test-Algorithmus nacheinander aufgerufen
wird und geben Sie eventuelle Auswertungsergebnisse an.

Aufgabe 37 4 Punkte
Wir betrachten das Problem aus Aufgabe 27, Serie 10 (Zusammengesetztheit von natiirlichen
Zahlen aus Faktoren # 1), nun jedoch fiir Zahlen in unérer Darstellung durch Strichfolgen.
Sei also

Zy = {¥ | k > 2 und k zusammengesetzt}.

Zeigen Sie (durch grobe Beschreibung der Arbeitsweise einer Turingmaschine), dass Z, €P.

Hinweis: 1. Teilbarkeit durch 7 ldsst sich durch Verschiebung eines ,,Zeigers® (zunédchst auf
Position i, dann 2i etc.) testen.

2. Alternativ: Sie diirfen auch eine polynomzeitbeschrinkte Mehrband-Turingmaschine
benutzen (die, wie in der Vorlesung erwihnt, durch eine polynomzeitbeschréinkte Einband-
Turingmaschine simulierbar ist).

Aufgabe 38 4 Punkte
Geben Sie in der Umgangssprache (und mit Rechtfertigung der Korrektheit) ein effizientes
(d.h. polynomial zeitbeschrinktes) Verfahren an, das zu jeder KNF-Formel mit hochstens 2
Literalen pro Klausel entscheidet, ob sie erfiillbar ist. (Eine formale Ausgestaltung durch eine
Turingmaschine wiirde zeigen, dass 2SAT €P ist.)

Abgabe: Dienstag, 6.2.2001, in der Vorlesung
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Aufgaben fiir die ,, Technischen Redakteure®

Aufgabe 1 Die Funktion f : X}, — X, sel wie folgt definiert: Fiir w € X}, entstehe
f(w) durch Streichen der ersten beiden Buchstaben; hat w weniger als 2 Buchstaben, so sei
f(w) das leere Wort.

Geben Sie detailliert eine Turingmaschine an, die f berechnet.

Aufgabe 2 Die Turingmaschine M habe die Eigenschaft, dass sie fiir ein Eingabewort der
Lénge n jeweils hochstens 7n Felder des Rechenbandes besucht. Das Arbeitsalphabet I habe
m Buchstaben.

(a) Wie viele mogliche Inschriften mit I gibt es auf einem Bandabschnitt der Liange 7Tn? Wie-
viele verschiedene Konfigurationen kann es héchstens geben, die M fiir ein Eingabewort
der Lange n erreicht?

(b) Beschreiben Sie, wie man fiir ein Eingabewort w entscheidet, ob M angesetzt auf w stoppt.
Aufgabe 3 Wir betrachten die Menge L der Worter der Form wew® mit w € {0,1}*.

(a) Skizzieren Sie anhand des Beispielwortes 1101¢1011, wie eine Turingmaschine M arbeitet,
die L entscheidet. (Es geniigen ca. 10 Zeilen Erlduterung.)

(b) Begriinden Sie, moglichst mit Hilfe der Antwort zu (a), dass die Sprache L durch eine
n?-zeitbeschriinkte Turingmaschine entschieden wird.

Aufgabe 4 (a) Geben Sie die Definition von ,,NP-vollstéindig“ und von L <, Ly an (bezogen
auf Sprachen iiber einem festen Alphabet X).

(b) Begriinden Sie die folgende Behauptung: Wenn L <, Ly und Ly € P, dann gilt L € P.
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