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Teil 1

Algebra I



Kapitel 1
Gruppen

1. Vorlesung vom 18.10.2000

1.1 Gruppen und Untergruppen

Definition: Sei G # () mit einer Abbildung x: G x G — G

dann heif3t

a) (G, *) eine Halbgruppe < Vg1,92,93 € G : (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3)

b) gilt zusétzlich: Je € G Vg € G : e % g = gx € = g, so heifit (G, *, ¢) Monoid

c) gilt zusétzlich: Vg € G 3¢’ € G: gx g = ¢’ x g = ¢, so heifit (G, *,¢,’) Gruppe

Behauptung:
¢ in Teil b) und ¢’ in Teil ¢) sind eindeutig.

Beweis:

Sei ein € # € € G mit der Eigenschaft b), d.h. Vg € G : ¢ xg =g*€ = g, insbesondere gilt (g =€) € =€ *e = ¢ was ein
Widerspruch zu € # € ist.

analog beweist man die Behauptung fiir ¢'.

Bezeichnungen: man schreibt - statt « und in (G, ) schreibt man 1 := ¢ und g=! := ¢’

bzw. in (G, +) schreibt man 0 := ¢ und —g :=¢'.

Das + verwendet man bei abelschen (=kommutativen) Gruppen.

(G, +) heift abelsch < V1,90 € G:g1-9g2 =g2- 01

Lemma 1:
Ist H = (H,-,1) ein Monoid, so ist H* :={h € H|3h' € H: h-h' = h' - h = 1} eine Gruppe.

Beweis:

H* #( , weil 1 € H* . Denn

hi,ho € H =
hi-hi="hy-hi=1und hy-hh =hl-he =1=

(h1-ha)- (R -hy)=1=(h}-hl)-(ha-h1) = hy-he € H*.

Bemerkung:
a) In einer Gruppe (G,-) gilt (g1 -g2) ' =95 g7 " .
b) Sei M # () eine Menge und H = MM = Abb (M, M) , dann ist (H, o,idys) ein Monoid, wobei fog durch Vz : (fog)(z) :=
f(g(z)) definiert ist und auBerdem Vz : idps(z) = x ist.
H* ={f € H|f bijektiv} = Symps heifit auch symmetrische Gruppe auf M.
Die Elemente von Symp; heiflen Permutationen von M. Falls M = {1,...,n} gilt Syma; = S,,.
ail ... GQin
b) Sei K ein Kérper, dann ist H = K™*" = { [ ] aij € K} , 80 ist (K™*™, ., E,) ein Monoid mit

anl c..  Qnn

1 ... 0

E, = als Einselement.

o ... 1
Und (GL,(K),+, E,, ') ist eine Gruppe , wobei GL,,(K) = GL(n,K) = H* = {A € K™ "|det(A) # 0}.

¢) (Z,4+,0) und allgemein (R, +,0) sind abelsche Gruppen, fiir beliebige Ringe R.

d) Sei V ein K-Vektorraum, dann ist (V, +,0) ebenfalls eine abelsche Gruppe.

e) Sei wieder K ein Korper, dann ist (SL,(K),-, E,, ') eine Gruppe und zwar eine Untergruppe von GL,, (K), dabei ist



SLn(K) = SL(n, K) = {A € K""| det(A) = 1}.

Definition :
Ist (G, -) eine Gruppe, so ist H C G Untergruppe in Zeichen H < G, wenn (H, ‘|gxm, 1) eine Gruppe ist.

Lemma 2:

vorrausgesetzt G ist eine Gruppe:
H<G&

(a) H # () und

(b)ya,be H=a-b"' € H

Beweis:

eigentlich ist zu zeigen:

1)H#0

2)a,be H=a-be H,dh. |gxyg: Hx H— H! und nicht nur —» G

3)le H

4)aceH=a'eH

zu 3) Nach (a) Ja € H , da H # () und nach (b) gilt a-a=! =1 € H also gilt 3) .
zu4) Sei b € H (mit a = 1) gilt nach b) ,daB b= =1-b"1 € H .

zu 2) Seien a,b € H. Nach 4) ist auch b=! € H.

Wende nun (b) an mit b= b"1 ;soa-(b=1)"! € H, da stets b = (b=1)~! gilt.p

2. Vorlesung vom 20.10.2000

Definition:
Sei M C G(Gruppe) , dann ist

die von M erzeugte Untergruppe von G.
Es gilt :

Lemma 4:
(M)={g1-...-gnln € No,g; € MUM'}  wobei M~!:={gt|g € G} ist.

Beispiel:
Sei g € Gist (g) = ({g}) = {g"In € Z}

Definition:
G heifit zyklisch , wenn es ein g € G gibt mit G = (g) und o(g) := |{¢g)| heiBt Ordnung von g.

Beispiel:
n>2:8,=((12),(12...n)) mit a = (12),b = (12...n) so ist bab~! = (23) € H, der Menge aller Transpositionen.
Jedes g € S,, 148t sich schreiben als g =hy ... - h, mit by € {(j j+1)]1 <j<n}CH.

1.2 Operationen von Gruppen auf Mengen
Sei G = (G,+,1,71) eine Gruppe.

Definition:

G operiert auf M (von links) bzw. M ist G-Menge bzgl. einer
Abbildung x: G x M — M | (g,x) — g*x , wenn * die Eigenschaften
(a) Ve e M: 1z =2 und

(b) Vg1,92 € G,Vx € M: (g1-92) *x = g1 x (g2 xx) Desitzt.

Beispiele:
1) Sei M eine Menge. G = Sym(M) operiert auf M, wobei g x; z := g(x).



2) G sei GL,(K) und X = K™*1, dann g % 2 := g0z € X mit O ist das Matrix-Vektorprodukt im K™*" x K"*1,

3) Operiert G auf M, so auch auf P(M) =2M = {X|X C M} mit g € G: gx3 X := {g* 2|z € X} CP(M)

z.B. S, operiert auf SB({L e a4}) = {Q)v {1}’7 {2}’ {3}v {4}7 {17 2}7 {173}’7 {1’4}’ {273}7 {25 4}a {3a4}a
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}. Sei g = (123)= gx30 =0, g*3{1} = {2}, g*3{2} = {3}, g%3{1,2} = {2,3},
gx3{2,3,4} = {1,3,4}

4) G operiert auch auf dem karthesischen Produkt M™ = M x ... x M durch g x4 (z1,...,2,) == (g*21,...,9 *xZp)

5) Eine beliebige Gruppe (G, -) operiert durch Linksmultiplikation gy %5 g2 := g1 - g2 auf G. Auch jede Untergruppe H < G
operiert durch Linksmultiplikation auf G.

6) Auch g; x6 g2 := g2 - g; - operiert auf G. (a) Ist trivialerweise erfiillt, da 1" = 1. und (b) gilt auch denn (g; - g2) *¢ =
w (g1 g2) = (g2 gr) = (w95") g1 = g1%6 (- 951) = g1 %6 (92 %6 ).

7) als 3.0peration von G auf G definieren wir wie folgt %7 : Gx7 G — G, (g,7) +— g*rx :=g-x-g ' (a) und (b) lassen sich
analog zu oben zeigen. Diese Operation heifit Konjugation.

Lemma 1:
Operiert G (Gruppe)|links] auf X # 0, so ist fiir jedes g€ G 04: X — X , 2+ g-x eine Permutation, d.h. o, € Sym(X)
und es gilt: 04,.4, = 04, © 0y,

Beweis: "
Vz € X: (0,1 004)(2) = 0,-1(04(x)) =04-1(g-2) =g - (9-2) = (9" g)-x
genauso ist 04 0 0,-1 = idx, d.h. o, ist bijektiv und es gilt Vo € X : 04,.4,(z) =

Og (092 (l‘)) = (091 o 0'92)(l‘).|:|

! 1.2 @ x folglich gilt 041 0 0y = idx.

z91'92)‘$:91'(92'95):gl'ng(x):

3. Vorlesung vom 23.10.2000
Nachtrag zu Paragraph 1.1

Satz 1:
Ist G = (g) zyklisch und |G| = n < co. Dann gilt G = {1,¢,¢%,...,9" '}, 9" =1und g~ ! = gL

Beweis :

Seim =min{j € N|[Fi € Ng: 0 <i < jund ¢° = ¢/} , dann (x)g" = g™ mit 0 < i < m , wire i # 0 , so multipliziere
() mit g7t = g7t = g™ ! wegen 0 < i —1 < m — 1 ist dies ein Widerspruch zur Minimalitiit von m. Also ¢ = ¢° = 1,
geEH={1l,g,...,9™ 1} < G.Falls |H| =n ist, so folgt H=G. AuBerdem gilt 1 = g" =g-g" 1 =g" 1. g=gt =g L

Folgerung :

Sei M C G, wobei G eine Gruppe ist und jedes g € M endlich Ordnung hat, also (g) < oo, so ist (M) = {g1---gnln €

No,9; € M} , denn g™ =1 und gi_l =g; g = g;"_1 , d.h. zu jedem Element g € M ist das Inverse eine positive Potenz
m—1

von g selbst.

G operiere auf M mittels einer Abbildung x: G x M — M, (g,z) — gz, d.h.

(a) V€ M :1xz =z und

(b) V91,92 € G,Vx € M : (g1 - g2) xx = g1 * (g2 * ).

Dann ist die Abbildung o4 : M — M,z — gz bijektiv,d.h. o, € Sym.

Definition:

Sind (G, ), (H,-) Gruppen, so heifit eine Abbildung ¢ : G — H ein (Gruppen-)Homomorphismus, wenn

Yg1,92 € G : o(g1 - g2) = p(g1) - p(g2) gilt. Ist zusiitzlich ¢ bijektiv, so heifit ¢ ein Isomorphismus. G = H “ isomorph “
< Jdp : G — H mit ¢ ist ein Isomorphismus.

Satz 2 :

a) operiert G auf M, so ist die im Lemma 1 definierte Abbildung G = Sym, g — 04 ein Homomorphismus.

b) Ist umgekehrt ¢ : G — Symys ein Homomorphismus, G eine beliebige Gruppe und M # () eine beliebige Menge, so wird
durch x: G x M — M, (g,z) — ¢(g)(x) eine Operation von G auf M definiert.

Vorbemerkung :
Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus, so ist ¢(1) =

1
Denn sei g € G : ¢(1) = p(g-g7") = ¢(9) - p(g™") =

1 o(g) P8 1= (1),

= ¢(9)™" = @(g™") und es folgt p(g) = ©(1-9g) = (1) - @(g) =

Beweis :
a) siehe Lemma 1



b) Sei g *x = ¢(g)(x) ,soVox € M : 1xx = ¢(g)(r) = z d.h. das Kriterium (a) mit dem man zeigt, dass * eine

idprnachVorbe.
Operation ist, ist erfiillt.

(91 92) & = (g1 - g2)(x) = (2(g1) 0 ©(g2))(x) = @(g1)(0(g2)(x)) = g1 % (92 x z).0

Definition
G operiert treu auf M, bedeutet gi # g2 = 04, # 0g,, dh. I €M : g1 xx # goxx
& 04 G — Symyr gemdf Lemma 1 ist injektiv.

Beispiel :
Die triviale Operation von G auf M, Vo € M : gx 2 =z (0, = idp) ist nicht treu fir |G| > 1.

Satz von Cayley :
Jede Gruppe (G, ) operiert durch Linksmultiplikation treu auf sich selbst, d.h. Vg, 2 € G : gxx = g-x oder anders formuliert:
Jede Gruppe (G, -) ist isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe.

Beweis :
Gilt g1 - = go - x fiir alle (oder auch nur ein) x € G, dann =|.,-1 g1 = g2. Also 0y : G — Symg, g — 0, ist injektiv und
G — {o4lg € G}, g — 0y ist ein Isomorphismus.

1.3 Bahnen

im folgenden Paragraphen sei G stets eine Gruppe, die auf einer nicht-leeren Menge M operiert.

Definition :
Ist . € M, so ist G*x := {gxx|g € G} die Bahn von x unter G.

Beispiel :

Sei G ={6:R? - R,z EZSLZ _C‘Zin: z |6 € R} , dann ist die Bahn von x , G %« der Orbit um den Nullpunkt durch

den Punkt x und speziell G 0 = {0}

Bahnalgorithmus :

G ={g1,...,9,) operiere auf M. Gesucht ist die Menge G * x.

Initialisiere die Mengen E,T,B mit E = {g1,...,0r,97 '---,97'},T = {z} und B = (). Wenn die Ordnung aller g € G endlich
ist, reicht es E mit {g1,...,g-} zu initialisieren.

WHILE T # () DO

~ WEHLE y € T UND WENDE AUF y ALLE g € E AN

- FALLS gy ¢ TUB , SO ERSETZT T DURCH T U {g*y}

-~ ERSETZE T DURCH T — {y} UND B DURCH B U {y}

ENDWHILE

Ist T =0, dann ist B =G x .

Beispiel :
G = ((1,4)(2,3), (1,3,5)(2,4,6)), M = {1,...,6)
g h
E = {g, h} suche Bahn von x = 1.
0 T={1} B=19
1 T =134} B={1}
2 T={36y B={14}
Schritte : 3 T =1{6,2,5} B=1{1,4,3}
4 T=1{2,5} B =1{1,4,3,6}
5 T={5) B={1,4,3,6,2}
6 T=0 B =1{1,4,3,6,2,5}
z.B. gilt (hohog)(1) =2,(goh)(1) =2, aber goh # h*og , wegen goh = (12)(3546) und h? o g = (12)(3645).
4. Vorlesung vom 25.10.2000
Beispiel:
a)SLs(R) operiert auf H := {z € C|z = a + ib,b > 0} mittels der Vorschrift:
{ z Z } z = (Cljj:seyéo' Dies ist wohldefiniert, da Im(cz + d) =cIm(z) # 0 also ¢z + d # 0 ist. Auerdem ist stets Im



([ i Z } : Z) = é:ﬁ;fa > 0 und { (1) (1) -z = z . Man kann durch eine leichte Rechnung zeigen, dafl auch das 2.Kriterium
. . 11 s oY a b Y lab ey a v a b
einer Operation erfiillt ist, denn AR e 4| 7)= it = = I -
b) Sei G = SLy(Z) = a b | det A =ad —bc =1,a,b,c,d €7} = 0 -1 11 =: (d,t)
c d y Uy Uy Gy 1 0 5 0 1 . 5

Ubung: Zeigen Sie: Wenn G auf H operiert , dann gilt: d - z = ’71 und t-z=2z+1.

c) Ist M eine G-Menge (d.h. G operiert auf M). Kann man fiir eine beliebige Menge X die Menge X = Abb(M,X) zu einer
G-Menge machen? Wie muf x : G x XM — XM aussehen?

Seien g € G und f € XM. Wir definieren x durch Vm € M : g% f(m) := f(g~' - m), beachte g% f : M — X. Wir iiberpriifen
unsere beiden Kriterien fiir Operationen:

a)VmeM:1xf(m)=f(171-m)=f(1-m)=f(m)=1%f=f. Ok

b) ¥m € M : (g1-g2)* f(m) = f((g1-92) " -m) = f((92" 97 ") -m) = flgz " - (91" -m)) = g2% flg1 " - m) = g1 % (g2 % f)(m)

Erinnerung:
*: G x M — M sei eine Operation von G auf M, dann lautet die Bahn von € M : Gxxz = {gxx|g € G}

Definition:
Ist M = Gz , so heifit M transitive G-Menge oder man sagt G operiert transitiv auf M. Es gilt: M ist transitive G-Menge
SVe,ye Mdge G:gxx =y

Beispiel:
GL,(K) operiert transitiv auf K"*! — {0}. Ist v # 0 € K"*!, so existiert A € GL,(K) mit v = A - e;.

Satz iiber die Bahnzerlegung
Jede G-Menge ist die disjunkte Vereinigung von Bahnen: M =4, ; B; d.h. 4,5 € I :i # j = B; # B;.

Beweis:

Jedes x € M liegt in einer Bahn, nédmlich in Gz , d.h. M = |J,,, G 2. Bleibt noch zu zeigen, daf |J disjunkt ist bzw. daf
GxxNGxry # 0 = Gxx = G*y. Wir nehmen also GxaNGxy # O fiir x # y € M an. Dann 3z € GxaNG*y = 2z = g1%T = ga*y
sr= (9" gp)xy=V9€G:gxx=(9-97" g2) xy, d.h. Gxz C Gy und aus Symmetriegriinden auch Gxy C G+ .
Es gilt also Gxx = G xy..O

Alternativ kann man dies auch beweisen, indem man eine Aquivalenzrelation ~ auf M definiert durch z ~ y < 3g € G :
y = g* . Man zeige dann noch , da8 ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklassen [x] von ~ sind dann die Bahnen
wegen [zl ={ye M|z ~y}={ye M|Fge G:y=gxz} ={g*zlg € G} = G*ux.

1.4 Der Bahnensatz

im folgenden Paragraphen sei G stets eine Gruppe, die auf einer nicht-leeren Menge M operiert.

Definition:
Ist z € M , so heifit G, = Stabg(z) = {g € G|g x x = x} Stabilisator von x in G oder Isotrophiegruppe von x in G.

Lemma 1:
a) G, <G
b) Gpuo =g-Go- g7  ={g-h-g7'h € Gy}

Beweis:
a)l=id€Gyg€G, =g ' €G, und g,h €G, = g-h € G,
b) h€ Ggue & hx(grxz)=g*z

(g t-h-gxr=x

sgth-g=hcG,

Sh=g-h-gteg-G. 970

Definition:
Sind H, H' < G, so heiBen H, H' in G konjugiert , wenn es g € G gibt mit H' =g- H - g~ 1.
Also sind Stabilisatoren von Elementen in einer Bahn G-konjugierte Untergruppen.

Beispiel:

G = Dg ist die Symmetriegruppe eines Quadrats im R? mit G = {1,6,62,6%,0,0’,7,7'} = (§,0). § ist Drehung um
sind Spiegelungen an den Achsen und 7,7’ sind Spiegelungen an den Diagonalen.

Dann operiert G auf M := {(z,y)|z,y € {0,1,—1,%,—%}} und M ist auch eine G-Menge mit |M| = 25.

s ’
3 ,0,0



4=[G(L,0)=|G*(1,1)| = |G*(3,3)l
8=1G*(1,3)]
1 |G+ (0,0)
G(l,O) = StabG(l,O) = {0" 1} = <0’> = G(%,O)
Gy = (1)
G,y = {1}
00 =G
Definition:

Sei U < G, dann operiert U auf G durch Linksmultiplikation und die Bahnen U - g = {u - glu € U} heiflen Rechtsneben-
klassen von U.

U operiert (von links) durch inverse Rechtsmultiplikation durch ux g = ¢g-u~'. Die Bahnen {g-u™'lu € U} =p<¢ {g-ulu €
U} = g - U heifilen Linksnebenklassen von U in G.

5. Vorlesung vom 27.10.2000

Definition:

Sei U < G eine Gruppe und gU = {g-u|u € U} die Linksnebenklassen von U in G, dann ist G/U = {g-Ul|g € G} die Menge
aller Linksnebenklassen von U in G.

Dann heifit [G : U] := |G/U| Index von U in G.

Wenn M eine G-Menge ist, so Stabg(z) = G, ={9 € Glg-z =z} < G.

Beispiel:
. b
StabSLQ(R)(z) = {|: CCL d :| € SLQ(R)

with | _ cosf)  —sinf

citd T Z} = 502(R) = {{ sinf  cosf HG < R}
Bahnensatz :

G operiere auf M # () , dann gilt fiir ein x € M : |G *x x| = [G : Stabg(z)] = [G : G
in Worten: “ Lénge der Bahn = Index des Stabilisators “.

AuBlerdem ist die Abbildung p: G*x — G/G,, g *xx — gG, eine Bijektion.

Beweis:

Ist firg,heGixe M:g-c=h-x

shtl.g.x=2

s1l=h"1yg

=hl.ged,

Sei nun ein s € hG,, dann 3 € G, :s=h-j

=37/ €Gp:j=ht-g-junds=h-ht-g-5=g-j.

= s € gG,, also gilt hG, C gG,.

aus Symmetriegriinden folgt auch die Inklusion ¢G, C hG,, d.h. ¢G, = hG,.

Damit ist g wohldefiniert und auch injektiv ist. p ist aber auch offensichtlich surjektiv .

Satz 2: Satz von Lagrange
Ist U < G und G eine endliche Gruppe. so ist |G| =[G : U] - |U].
Das bedeutet Ordnung und Index von U in G sind Teiler von |G|.

Beweis:

g - U ist Bahn (=U * g) von g unter der Operation x: U x G — G, (u,g) — g -u~ .
Nach dem Satz der Bahnzerlegung von G ist : G = [#),.; g:U.

Dann ist Uy, = Staby(¢9;) ={u € Uluxg;i =g;} ={ueUlg-u ' =g} = {1},

Bahnensatz
dh [g; - Ul =|Uxgi| """ U : U, ) = [U: {1}] = |U] , also |G] = Yy lgi - Ul = |1 - |U] =[G : U] - [U].

Folgerung;:

a) Ist g € G eine endliche Gruppe, dann o(g) | |G|

b) Ist |G| = p Primzahl, so ist G zyklisch

¢) Sei G endlich und M eine G-Menge, dann ist Vo € M : |G z| | |G|
d.h. die Linge der Bahn teilt die Gruppenordnung

Definition:

Seien (X, ), (Y, *) G-Mengen und G eine beliebige Gruppe.

Eine Abbildung p: X — Y heiit G-Morphismus, G-vertréglich oder
G-dquivariant , wenn

Ve € XVg € G:u(gdx) = g* p(x) ist.

Ist p zusitzlich bijektiv, so heifit 4 G-Isomorphismus (Notation : X 25 Y)



i Ju @ X — Y und p ist ein G-Isomorphismus.
Durch G-Isomorphismen wird eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller G-Mengen definiert.

Satz 3: Klassifikation von transitiven Menge
a) Ist U < G, so wird G/U zu einer transitiven G-Menge durch die folgende Operation : g - (¢'U) := (g - ¢")U.
~—— ———

eG/U eG/U
b) Ist X transitive G-Menge und z € X | so ist X =g G/G,
¢) U,V <@, dann G/U 2 G/V & g € G mit V = gUg ™!

Beweis:

zu a)

VU € G/U : 1-(q:U) = (1g:)U = g:U+/

2)Vg>1,gz € GYRU € G/U : (g1 - g2)hU = (g1 - g2 - W)U = g1 - ((92 - R)U) = g1 - (92 - hU)/

zu b

Wir definieren p wie in Satz 1. Es gilt X = G -z , da X eine transitive Menge via Abbildung * ist. So u(g * ) = gG, und
fiir ¢ € G und z € X beliebig folgt, dafl u(g' x (9 *x)) = u((¢'g) *x) = ¢'9G = ¢’ * u(g * x).g

Zu ¢)

= : Sei p: G/U — G/V ein G-Isomorphismus , dann ist 3g € G : p(1U) = gV und v € U : 1U = wU = ulU.

zusammen gV = pu(ulU) = v - u(1U) = ugV &V = g lugV & g lug € V , bzw. u € gVg~'. D.h. es gilt U C gVg™!,
insbesondere gilt also U = gV ¢! , da man die andere Inklusion ganz analog zeigen kann.

< : Sei V = gUg™!. Definiere p so : G/U — G/V g'U + ¢’gV . Man stellt fest p ist wohldefiniert und eine bijektiver
G-Morphismus.

6. Vorlesung vom 30.10.2000

Beispiel:

G =S5 = {1,(12),(13),(23), (123), (132)} operiert von links auf X = {1,2,3} oder z.B. auch auf M = X? = X x X.

So ist |[M| =9 und fiir ein 0 € G und 4, j € X ist dann (i, 5) = (0(i),0(j)).

G-(1,1) = {(171)’(272)7(3a3)} c M, G(S,B) = <(12)> ;G (1,2) = M - {(1 1),(2,2), (3a3)} ) 1 - {1} Bah’glsatz
IG-(1,2)| =[G :{1}]=|G]|=6,dh. M =G-(1,1)WG - (1,2), wobei G- (1,1) GG/(( 3)) bzw. G ( ) ~q G/{1} sind.
Allgemein gilt fiir eine Untergruppe U < G = S3 nach Lagrange |U| |6 = |G| d.h. |U| € {1,2,3,6}.

Ul =1=U={1}

Ul=6=U=G

da 2 und 3 Primzahlen sind, sind die 2 bzw. 3-elementigen Untergruppe zyklisch, d.h. U = (u) mit v € U — {1}.

Ul =2=U=((12)) bzw. U = ((13) ) oder U = ((23))

Ul =3=U=((123)) = ((132))

Es gilt z.B. g(12)g~! = (23) fiir g = (13) = g~ ! oder auch h(12)h~1 = (13) fiir h = (23).

Die 2-elementigen Untergruppen sind also zueinander konjugierte Untergruppen und G = S3 hat bis auf Isomorphie 4 -
transitive G-Mengen und zwar G/G , G/{((12)) , G/{(123)) und G/{1} mit jeweils 1, 3, 2, 6 Elementen;

1.5 Konjugiertenklassen

Annahme ist, dafi G operiert (von links) auf G durch Konjugation:
9 :=gxh=g-h-g! [in der Literatur findet man auch von rechts ,? := g~ - h- g|.

Definition:

Die Bahnen dieser Operation heiflen Konjugiertenklassen. G x h = Gh ={g-h-gtg € G} ist die Konjugiertenklasse von
hin G.

Der Stabilisator Cg(h) := Stabg(h) = {g € G|ghg™' = h} = {g € G|gh = hg} heifit Zentralisator von h in G. D.h. der
Zentralisator enthélt nur Elemente die bzgl. g kommutativ sind.

Satz 1:
Jede Gruppe ist die disjunkte Vereinigung von Konjugiertenklassen. Ist G endlich und sind C4, ..., C, Konjugiertenklassen
von G, so gilt die Klassengleichung |G| = Y"1_, |Ci| = Y1 [G : Ca(g:)]-

Beispiel:

Sei G eine Gruppe mit Ordnung |G| = 6 und seien C4, ..., C, die Konjugiertenklassen von G.
Dann Y ._, |C;| mit |C;] ist Teiler von |G| = 6.

Das ergibt die folgenden Moglichkeiten fiir die Wahl der |C;] :



1+1+1+1+1+1

1+1+1+3

1+14+2+2

Gl=6={ 1+2+3

24+2+2

3+3

6

14+141+1+2 fillt als Moglichkeit weg, da |Z(G)|| |G| = 6, aber |Z(G)| = |{C;|C; Konj.klasse mit |C;| = 1}| = 4.

Beispiel: G = Dg die Diedergruppe
Soist G = {1,6,6%,6%, 0,0',7,7'}

g Gy Cy(9)

1 {1} G

o {o,0'} {1,0,6,62 06%}
r A{n,7} {1,71,6% 76%}

o {0,0°} {1,6,6%6%}

52 {6%} G

|Gyl - |Calg) =G| =8
Bemerkung:

{g} ist eine Konjugiertenklasse & G = Cs(g) & Vh € G : gh = hg

Definition:
Z(G) ={g € GIVh € G : gh = hg} heifit Zentrum von G.

Bemerkung:

Z(G) ist eine Untergruppe von G, deshalb ist |Z(G)| = |{C;| C; ist Konjugiertenklasse mit |C;| = 1}| Teiler der Gruppenord-
nung |G/|.

Definition:

G heifit endliche p-Gruppe , wenn |G| = p™ (p Primzahl).

Satz 2:
Ist G endliche p-Gruppe, so ist Z(G) # {1}.

Beweis:
p" =|Gl=>"[G:Cqlgi)] , wobei Ci,...,C, Konjugiertenklassen mit [G : Cg(g;)| = p™ und m; < n sind.
Sogilt p" =G| =>"[G:Calg)]= 1+ ...+ 1 —_ e
o gilt p" = |G| = X7Lo[ G : Ca(gi)] +.o 41 4 ZO 0
[{i|mi=0}=2(@)] L2
€Ny

= p teilt |Z(G)| also Z(G) # {1}.
7. Vorlesung vom 30.10.2000

Beispiel 1:
Sei G = GLy(K) = {A € K?*?|det A # 0} und |K| = q < oc0.
g = [ 11 } .G, = {A € GLy(K)|A hat g als Jordansche Normalform} und h = [ Z Z

0 1
Matrizen bestimmen, die A als Jordansche Normalform haben, also | |. Dazu bestimmen wir den Zentralisator C¢(g) von

swa [ * 5] [5 ]=[0 1] Y]

[a a+b]_{a+c b+d]

} € G. Wir wollen die Anzahl der

G
g9

c c+d | c d

Sc=0Na=d#0

Es folgt , daf§ der Zentralisator von g gleich Cg(g) = { [ g Z ”b eK,aeK— {O}} ist und damit |Cs(9)| = |K|-(|[K|-1) =
¢* — q ist. Da auBerdem |GLy(K)| = (¢* — 1) - (¢*> — q) ist, folgt || = 'GCLS((S)‘ - (q2_;2)£22_q) =¢ -1

Beispiel 2:

Sei G =8, ,7€8,,0=_(i1...9y) mit 4; € {1,...,n} und 4; # i, fir j # j , soll bedeuten : o(i;) = 4,41 fur
jed{l,....m—=1}, 0(im) =1 und o(iy) =iy fir & & {i1,...,0m -

ot = (7(i1) ... 7(im)) bzw. 52 = {(j1 ... 5m) € Snl(j1 ... jm) ist ein m - Zyklus } , beachte fiir Produkte von Zyklen gilt
stets 7(0102)7 7t = o7 IToar !

speziell fiir n=4 ergibt sich die folgende Zerlegung von Sy in die Konjugiertenklassen :

10



{1} 1
%z 6
G 8

(123)
G 6

(1234)
G 3

(12)(34)

24 =41 =G|

G operiert auch auf U(G) = {U < G|U Untergruppe } durch Konjugation g x U =9, = {gug 'lu e U} = gUg™* < G.

Definition:

Der Stabilisator von U unter dieser Operation heiit Normalisator von U in G, kwrz Ng(U) = {g € G|?;, = U} = {g €
G|gUg~! = U}. Man beachte , daB [{7;|g € G}| = [G : N¢(U)] und U < N¢(U) ist. Offensichtlich gilt fiir den Zentralisator
{g€GNu€eU :gu=ug}=Cq(U) <Ng(U).

1.6 Abzihlen von Bahnen
Beispiel:

Gegeben sei eine Halskette mit 6 Perlen und < 3 Farben.

Frage: Wie viele verschiedene Halsketten gibt es ?

Problem : eine Halskette wird durch Rotation oder Spiegelung keine andere !

Modell : Wir haben ein regelmifiges Sechseck {1,...,6} und betrachten die Menge X = {f : {1,...,6} — {r,s,t}} =
M F

Abb(M, F) mit |X| = |F|IMI = 36,

Auf X operiert die Diedergruppe des regelmiiffiigen Sechsecks der Ordnung 12 = |G| , G = {1,4,...,8°,0,0', 0", 7,7, 7"}

mittels der Operation x definiert durch Ym € M : g x f(m) := f(g~*(m)).

gesucht : Anzahl der Bahnen von G auf X.

Satz von Cauchy, Frobenius
G operiere auf X ( |G|,|X| < o0 ) , dann ist die Anzahl der Bahnen von G auf X genau b = |_cl:\ >

Fixx(g) :={z € X|g -z =z} ist.

gea [Fizx(g)| , wobei

Beweis:
P={(g.0)lgxz =2} 50 |P |
=Y gec{z e Xlgra =} =3 e |Fizx(g)|
=D rex {9 €Glgxr =} =3 5 [Gal.
b
Nach dem Bahnensatz existiert die Zerlegung von X in die b Bahnen X;, kurz X ={J,_, X;. = |[P| = }_ o [Fizx(g)| =
Yowex |Gel = Z?:l > wex, |Gzl , wobei die X; = G x; ist und somit | X;| = [G': G4,]. Man beachte , dafl Vz € X;3g; € G :
T =gi*x; = Gy = Ggup, = 9iGr,9i ", Weill h € Guy & hx (gxz) =gxx & (g7 xh*xg)xz =2 g xhxg € G,
_ b b X b b
& hegGug! APl = S Saex, |Gal = Xin DK Gl = X 1XllGe| = XiL[G -
Lagrange b .
G, ]|Ga,| = >z Gl =b-1G| = EgeG [Fizx(g)] =b-|Gl.o
Nun kénnen wir das Beispiel mit der Halskette 16sen , indem wir fiir alle g € G |Fizx(g)| bestimmen :

und es gilt ‘gGIig_1| = |Gw1

g |Fizx(g)l H = {h € G|Fizx(h) = Fizx(9)} |H]
1 [X[=[FM =35 {1} 1
) |F| = 3! {6,8°} 2
5 |F|? =32 {62,064} 2
5 |F)P =33 {63} 1
o |F*=3* {o,0",0"} 3
T |F|3 =33 {r, 7, 7"} 3

=b=25 (1-34+2-3+2-32+1-3°+3-3*+3.3%) = 42 =92

8. Vorlesung vom 6.11.2000

Lemma 1:
Sind g, ¢' € G konjugiert , d.h. 3h € G : ¢’ = hgh™! | so ist |Fixx(g)| = |Fixx(g")|.

Beweis:
r€Firx(g)eg-r=x2sh-ga=h-xsh-g-hl h-a=h-2&g - (h-z)=h-z& h-z€ Fizx(g)
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Bemerkung:
*: X — X, z+— h-z liefert eine Bijektion auf X.

1.7 Der verfeinerte Bahnalgorithmus

Frage :
Wie berechnet man die Ordnung |G| einer beliebige Gruppe G ?
G operiere auf M , so ist nach dem Bahnensatz fiir ein x € M : |G x x| = [G : G,]
Gl= [Gxz[ - |G
—— ~—

Bahnalgorithmus gesucht
Ziel: Modifikation des Bahnalgorithmus um ein Erzeugendensystem S von G, zu finden. Da G, auf M — {x} operiert , konnte
der modifizierter Bahnalgorithmus sukzessive angewandt werden und so |G| in Faktoren zerlegen.

Beispiel :

Definition:
U<G,G=,c;9:U , dann heifit T' = {g;|i € I} eine (Links-)Transversale oder Linksnebenklassenvertretersystem
von U in G.

Bemerkung:
Ist U = G, = Stabg(z) und T eine Transversale von U in G. g; € T = gU = {g € Glgz = gz} . Zu jedem
x; € Gxx —— G/U = G/G, existiert genau ein ¢; € T mit g;x = x;.

Verfeinerter Bahnalgorithmus:
Sei G = (hi,...,h,) , G operiere auf M , & € M |, G, = Stabg(x) und E = {hy,...,hy, by, ... bty falls Vi€ {1,...,n}:
[{h;)| < oo ist so geniigt E = {h1,...,h,}
verfeinerter Bahnalgorithmus
Initialisiere 7" = {z}, B = 0,5 = 0,t(z) := 1
(1) Auf das erste Element y von 7" , wende alle h € E an.
D) Ist h-ygT'UB ,so T :=T U{hy} und setze t(h-y) =h-t(y) € G
(ii) sonst setzte S := SU{t(h-y)~t-h-t(y)} C G
(2) Anschliefiend setze 77 :=T" — {y} und B := BU {y}
(3) Ist 77 # @ so gehe zu (1)
Ist |G x x| < oo so terminiert der Algorithmus mit B = G*x , T = {t(y)|y € B} die Transversale von G, in G und G,, = (S)
Bemerkung:
Es werden sukzessive die Element x,hix,..., hpx, hihix, ..., hhiz, hihox, .. hynhox, ... erzeugt , falls h;, ---h; 2 und
—_———
.
y & T'U B so wird t(y) := hy, -+ h;, gesetzt , das bedeutet , daBl ¢(y) unter allen g € G mit g - = y eines mit minimaler
Lénge ist.

Definition:
Ist G=(FE)und g € G, so sei lg(g) :==min{k € No|g =91 ...9k,9: € E} , lg(1l) := 0 und fiir g; € E: lg(g;) :=1

Beweis:
zu(S)CG,:
=hy
—
Sei y € M so gilt : t(hy) "' ht(y)z =z , da t(hy)z = hy und t bijektiv ist. Also gilt t(hy) " *ht(y) € Gy.
——
=y
zu G, C(5)

Sei also g € G, beliebig zu zeigen ist , dafl dann auch g € (.S') gilt. Wir beweisen dies per Induktion iiber die Lange lg(g) =: k

Induktionsanfang (k = 0) : Dannist g =1 € (S) , da 1 in jeder Untergruppe von G enthalten ist.

Induktionsschluss (k > 0): So ist g = gi - -- g1 mit g; € E. Es sei weiter z; :=g;---¢g1 -2 ,alsozg=z,21 =¢1-,...,Tx =
g-x =z = xo. Man sieht leicht , daf§ stets (g(t(z;)) < j erfullt ist und fir m+1 = min{j € N|{ig(t(z;)) < j} gilt i(t(z;)) =3
fir j€0,1,...,m

Im Fall (ii) des Algorithmus wird bei 2,41 = gme1Tm min , t(@me1) " gmi1t(zm) zu S hinzugefiigt .

= 9=0r gmiz HTmi1) H@mi1) " Gmar - (@) - t(20) " - g - - - 91. Da der erste Teil von g nach Induktionsvorausset-

lg<k es =:a
zung aus (S') ist bleibt nur noch zu zeigen a € S:
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im Fall (i) des Algorithmus gilt t(2,,) = gmt(xm_1) ,dh. a = t(@pm_1)" -9 Gm - Gmo1-91 = t(@m-1)" Gm_1---91 »

was nach Induktionsvoraussetzung aus (S) ist , da lg(a) < k ist.
im Fall (i) des Algorithmus ist @ = ()™ - gm - H@m-1)  t(@m-1)"" - G191 .0

€S €(Synachlnd.

1.8 Normalteiler

9. Vorlesung vom 8.11.2000
Frage: U < G Gruppe, wann wird G/U = {gU|g € G} mit (g1U) * (g2U) = g192U eine Gruppe ?

Beispiel:

G=5,U=((12)={1,(12)}

Es ist (13)U = {(13),(123)} = (123)U und (23)U = {(23),(132)} = (132)U ,aber (13)U = (23)U = (132)U # 1U =
(123)U = (132)U , obwohl die Operanden gleich sind , ist das durch % definierte Produkt verschieden , d.h. x ist nicht wohl-
definiert.

Definition:
Sei A, B C G Teilmengen einer Gruppe G so ist A- B :={a-bla € A,b € b} C G das Komplexprodukt von A und B.

Frage:
Wann wird G/U mit -|¢/uxq v eine Gruppe ?
Wegen (13)U - (23)U = {(13),(123)} - {(23),(132)} = {(132),(23),(12),1} & G/U , gilt ‘|¢/uxc/v - G/U , sondern
— P(G) =29 .
Die Abbildung * ist wohldefiniert
< V91,91,92,95 € G: U x goU = giU * ghU |, falls g1U = g{U und g2U = g4U
©V91,91,92,95 € G+ gy gt = ueUund gy 'gh =’ €U = (9192) 9195 € U bzw. g5 ' g7 'g) gh € U
~——

u

SYueUVgeG gug telU

Definition:
Eine Untergruppe U < G von G heift Normalteiler von G , wenn aus u € N und g € G stets gug~! € N folgt (Konjugation
fithrt nie aus N heraus).

Lemma 1:

Aquivalent sind die folgenden 4 Aussagen fiir eine Untergruppe N von G
a) N2G (ueN=5 CN)

b) N ist die Vereinigung von Konjugiertenklassen

c)Vge G: gN =Ng

d) G=Ng(N) ={g € G|gNg~' C N}

={9€Glue N = gug—! € N}

Beweis:
a) = b) (uGN:>Gu§N)$Uu€N

b) = ¢) Seien u € U, g € G so ist gug™ u’ € N nach Vor. , d.h. gu =u'g € Ng also gN C Ng und analog Ng C gN.
-~

egN
c)=d)EsseiVge€ G: gN = Ng, also gilt fir u € NJu' € N : gu=1'g d.h. gug~t =u' € N bzw. g € Ng(N) .
d) = a) Essei G = Ng(N)={g € GVu € N : gug~! € N} also gilt gug~! € NVg € GVu € N

Beispiel:

1) Gsei abelschund U < G=U<dG

2) G beliebig U < Z(G) ={z € Glzg=g2Vg e G} = U IG
NIt U<Gund [G:U]=2=U<G

4) {1} und G sind die trivialen Normalteiler von G

Beweis:
zu 1), 2) und 4) trivialerweise erfiillt
zu3) Seialso 2 =[G :U]=|{gU|g € G}| = |{Uglg € G}| = G/U ={ U ,G—-U}, ebenso zerfallen die Rechtsnebenklassen

=1U
von Uin Ul und G —U = U <G

speziell gilt bei der alternierenden Gruppe A, = {0 € Sp|lsgno =1} : A, <15, , wegen [S, : A,] =2
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10. Vorlesung vom 10.11.2000

Definition:
Seien (G, ), (H,-) zwei Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus, so ist Kern ¢ = {g € G|p(g) = 1}.

Homomorphiesatz:

a) Ist N <G, so wird G/N = {gN|g € G} Gruppe durch (g1 N) - (¢2N) := g1goN und m = 7 : G — G/N, g — gN ist ein
surjektiver Homomorphismus, man sagt auch kanonischer Epimorphismus

b) Ist umgekehrt ¢ : G — H ein Homomorphismus , so ist Kern ¢ <G | Bild ¢ < H und es existiert genau ein Homomor-
phismus ® : G/Kern ¢ — H mit ¢ = ® - Txerny, der injektiv ist.

Beweis:
zu a) x ist wohldefiniert, weil N < G (siehe Anfang §)ist. AuBerdem ist * assoziativ , das Einselement ist 1N = N und von
gN ist g7 N das Inverse.
m = 7wy ist Homomorphismus < 7(g192) = 7(g1) - 7(g2), Kern 1 = {g € G|gN = 1N} = N
——— N ——

=g192N g N 92N
zub) uy,up € Kern ¢ < p(uy) = p(ug) = 1= p(u; 'uz) = p(uy o(uz) = 1 also uj 'up € Kern ¢ < G denn 1 € Kern ¢
—1

u
Sei weiter g € G beliebig so ist p(gu1g™1) = ¢(g) p(u1) (g~!) =1 = u; € Kern ¢ d.h. g € G = guig~! € Kern ¢ .
\,_/

Es gilt 1 = ¢(1) € Bild ¢ # 0 und ¢(g1), ¢(g2) € Bild v = o(g1 '92) = v(g1) 'p(g2) € Bild ¢ < H.

Man definiere N = Kern ¢, ® : G/N — N durch ®(gN) = ¢(g) , dann gilt gN = ¢'N < g7 lg € N & p(g7¢) =1 &
0(9) to(g") =1 < p(g) = ¢(g'), beachte ® hiingt nicht ab von der Wahl der Repriisentanten

“ = “ bedeutet ® ist wohldefiniert

“ < “ bedeutet ® ist injektiv

So ist p(g) = ®(nn(g)) bzw. ¢ = ® o . D ist ein Homomorphismus , weil gN,¢'N € G/N = ®(gN - ¢'N) = ®(gg'N) =
v(99") = ¢(9)p(g') = ®(gN)2(¢'N)

Folgerung :
Jedes homomorphe Bild von G ist isomorph zu einer Faktorgruppe G/N mit N <G .

Beispiel :
a) G = S5 hat die folgenden Normalteiler :
N GJN
[T GAITEC
As  S3/A3= S,
S3  S3/S3 = {1}

b) Seisgn : S, — {—1,1} die Signumabbildung , so ist sgyn = Pom, , wobei 7, : S,, — S,,/A,, der kanonische Epimorphismus
und ¢ : S, /A4, — {—1,1} ein Isomorphismus ist.

c) G=5,

N G/N

{1} ¢/{1t=¢

Ay GV =5,

Sy G/Sy={1}={1}
Satz 2

a) Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus und M < H | dann ist ¢~} (M) ={g € G|lp € M} G und ¢~ ({1}) = Kern ¢
b) Ist ¢ : G — H Homo. und N <G |, so ist ¢(N) < p(G) = Bild (G)
¢) Ist U < G so ist Coreg(U) :=Nyeq9Ug ™" <G

Beweis :
a)leM,1€o Y (M)#0
up,us € Y (M) & o(ur),p(us) € M = p(uy) Lo(u) € M = cp(ul_luQ) e M = ul_luz € ¢ 1(M) , es folgt dafl
p (M) <G

Sei M S H und g € G : p(guig™") = @(g)p(ur)p(g™")
b) N 4G, p(g) € p(G), p(u) € p(N) = ¢(g)p(u)p(g)

M

|| Um

@(ul) €M =u € (M) also gug™' € o~ (M) G
plgug™!) € p(N) 1 (G)
eEN
c) y € Kern ¢, & ¢u(y) = idgyy & VU € G/U,g € G: pu(y)(gU) =gU & gt & VgeG:glygc U yecgNg ' &
—_———

ygU
Y€ NyeaUg™
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1.9 Gruppen mit Operatorenbereich

11. Vorlesung vom 13.11.2000

Definition :

Q sei eine Menge, (G, -) eine Gruppe und *: Q X G — G, (w, g) — w x g eine Abbildung mit
(1) Vg1,92 € G,Vw € Q: wH (g1 g2) = (wHg1) * (w* go)

Dann heifit (G, -, Q,x) eine Q—Operatorgruppe bzw. Gruppe mit Operatorbereich €.

Bemerkung :

Es folgt aus (1) wxl=1und (wxg) ' =wrxgl denmml=w*xl=wx*(g-g7) = (wxg) (wWxg ) = (wxg)™*

=Wwx* g_1
Beispiel :

a) Jede Gruppe (G, -) ist fiir © beliebig eine 2—Operatorgruppe mit x: Q X G - G, Vw e Qg€ G:wxg=g

b) (R, +,) sei Ring (z.B. Koérper) und M = (M, +,-) ein R-Modul (z.B. Vektorraum) , dann ist M genauer (M, +, R, -) eine
R-Operatorgruppe , da Vw € R gilt : w- (v1 +v2) =w -v1 + w - v

c) Ist (G,-) eine Gruppe , so wird G zu einer G-Operatorgruppe (G, -, G, %) durch x : G*> — G, (v,9) — ~vg7~
Yxl=7-7""=1und y%(9192) = 791927 = 7917 79277 = (v * g1) - (v * g2) ist

L weil

Definition :

Ist (G,-,Q,x) Q—Operatorgruppe und U < @G, dann heiit U Q-zuléissig oder Q-invariant in Zeichen U <o G , wenn
weQuelU=wxueclU gilt.

Ist auch (H, -, Q,x) Q—Operatorgruppe und ist ¢ : (G, ) — (H, ) ein Gruppenhomomorphismus bzw. Gruppenisomorphismus
, 80 heifit ¢ ein Q-Homomorphismus bzw.

Q-Isomorphismus , wenn Vw € Q,g € G : p(wxg) = w*p(g) . Man schreibt G =g H gdw. 3Q—Isomorphismus ¢ : G — H

Beispiel :
a) Sei V ein R-Modul , so U <p V < U ist Untermodul von V (bzw. Teilraum von V falls V Vektorraum)
b) Sei V ein K-Vektorraum ¢ € End(V) und Q= K U {¢} soist (V,+,Q,*) eine Q— Operatorgruppe mit
~—
Skalare ;0 Apb.

{ w-v,weK

* WKV =
pv) , w=

U <qV & U ist p—invarianter Teilraum im Sinne von LA
c) Sei (G,-) eine Gruppe betrachtet als G-Operatorgruppe mit yx g = vgy~! ,so gilt U <¢ G < U <G

Homomorphiesatz :

Sei G eine 2—Operatorgruppe .

a)Ist N <q G, so wird G/N zu einer Q2—Operatorgruppe mit Vw € Q,9 € G : wx(gN) = (wxg)Nund 7 : G — G/N , g — gN
ist Q—Homomorphismus mit Kern ¢ = N

b) Ist ¢ : G — H Q—Homomorphismus, so ist N := Kern ¢ <q G und es existiert genau ein Q—Isomorphismus ® : G/N —
Bild ¢ < H mit Vg € G: Pomn(g) = »(9)

Beweis :

a) % ist wohldefiniert : ;N = goN < g7 'gp € N R (97 92) = (wHgr ) (wrge) = (Wxg1) Hwrge) €N

wx (gN) - (g'N)) = wx (99 )N = (@ g)(w* g )N = (wxgN) - (wxg'N)

b) Sei ¢ : G — H ein Q—Homomorphismus und g € Kern p,w € Q ;50 p(wxg) =wxp(g) =wx1=1,

d.h. wxg € Kern p <q G. Ist nun ® der Q—Isomorphismus, so0 ®(wxgN) = P((w*xg)N) = p(wrg) = wxp(g) =wxP(gN).0

Satz 1 :

Sei ¢ : G — H ein —Homomorphismus, so
a)Ist V<o H=¢o'(V)<qG

b) U <q Gp(U) <q H

Beweis :
klar

1.10 Die Isomorphiesitze
1. Isomorphiesatz :

G sei eine Q—Operatorgruppe , U <q G eine Untergruppe und N <qG ein Normalteiler in G, dann ist
(NJQ)N-U={n-uneNuelU}<qG,
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NNU <o U und U/NNU =g N -U/N .

Beweis :
zur Behauptung U - N <q G :

: : -1 =11 =1 -1 ~1
Seien zu,yv € NU, d.h. 2,y € N, u,v € U , so gilt (zu) " (yv) = vtz yv = (v 2u) (v yu)(u” v) € NU.

EN EN cU
Weiter gilt w € Q = wx (zu) = (w*z)(wru) € NU, d.h. NU ist Q—invariant .g
) N~
eEN €U

¢ :U — NU/N , u+ uN ist ein surjektiver Q—Homomorphismus , denn zvN = vv~lzvN = vN = p(v) mit Kern p = UNN
, also ist nach dem Homomorphiesatz o(U) = NU/N =g U/Kern ¢ = U/NNU.g

12. Vorlesung vom 15.11.2000

Beispiel :

a) V sei K-Vektorraum (2 = K) und Uy, Us Teilrdume (hier (V,4+)=(G,")) , so Uy + Us/U; &k Us /Uy N Uz bzw. dim(Uy +
UQ) — dzm(Ul) = dlm(Ug) — dzm(U1 n UQ)

b) Sei G = 51, Vi = {1 (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 9 G, S = {1, (123), (132). (12), (23). (13)} < S, . s ist Vi1 S = {1}
und Vy - S3/Vy =2 S3/{1} = S5 , auBerdem |V - S3| = [V4 - S3: V4] - |[Va| =24 also V; - S5 =S4 und S4/Vy = S5

Bezeichnungen :
U(G) = {U|U <q G} ist die Menge der Q—invarianten Untergruppen in G und 42, (G) = {U <q G|H < U} sind Unter-
gruppen in G, die H enthalten. a

2. Isomorphiesatz :

Sei ¢ : G — H ein surjektiver Q—Homomorphismus und K = Kern ¢ (also H 2 G/K nach dem Homomorphiesatz).
Die Abbildung 8 : U, (G) — U (H), U +— ¢(U) ist eine Bijektion.

Dabei ist 3(U) = o(U) 2 U/K und es gilt (K <)U <o G < B(U) <q H und G/U = H/o(U)

Beweis :
§1.9 Satz 1 besagt , daB U <q G = ¢(U) <q H und U 4 G = ¢p(U) g ¢(G) = H
Ist also K < U <q G so ist ¢|y : U — ¢(U) ein surjektiver Homomorphismus mit Kern ¢|y = U N K = K. Demnach ist
p(U)=q U/K.
Die Abbildung § ist injektiv, denn : K <q Uy, Us <o G , wir nehmen an , dafl ¢(U;) C ¢(Us). Dann ist zu zeigen U; C Us.
Sei dazu u; € Uy = p(uy) € p(Uy) C o(Uz) = Jug € Us : p(uz) = (u1) also ist 1 = ¢(uy) to(uz) = ap(uflug) = ufluz €

~——

=:h

Kerny und u; = ugh~1t = uguglul , aber ugh™' € Uy , weil K C Uy. Also uy € Uy d.h. Uy C Uy . Weil U; und U nicht von
einander ausgezeichnet sind, gilt auch die Inklusion Us C Uy und somit Uy = Uy .
3 ist auch surjektiv : Sei V <q H setze U := ¢ *(U) = {u € Ulp(u) € U} <q G Kern ¢ = K < U (dal1l € V), dh.
U e UL (G) und B(U) = p(U) = V.o

Definition :

Eine Menge M mit einer Relation < heifit eine partiell geordnete Menge oder Poset , wenn
a<bundb<a=a=0

ia<bundb<c=a<c

(M, <) heiit Verband , wenn zusitzlich gilt

iii)a,be M :Javbe M:(a,b<csaVb<c)

und JaAbe M : (a,b>csanb>c)

Beispiel :
Sei P eine Menge, so ist M = P(P) = 2F = {U|U C P} die Potenzmenge von P ein Verband mittels C und a Vb =aUb
bzw. a Ab=anb.

Definition :

Sind (M, <), (M’, <) Verbénde , so heifit eine Abbildung 3 : M — M’ ein Verbandsisomorphismus ,wenn [ bijektiv und
zusétzlich U CV in (M, <) = g(U) C 8(V) in (M’, <) .

2. Isomorphiesatz (2.Version) :

Ist K dg G so ist 3 : ULy (G) — U(H),U — @(U) eine Bijektion. Und K < U <q G & U/K dq G/K , dann
G/U 2q (G/K)/(U/K) und f ist ein Verbandsisomorphismus.

13. Vorlesung vom 17.11.2000

Sei K <q G Gruppe so sind 4 (G) = {U <q G|K < U} und 4*(G) = ﬂg{l}(G) Verbénde mittels C wobei Uy A Uy =
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Ui NUy GugK(G) und U; V Uy = <U1 UU2>.

Beispiel :

Sei (Z,+) eine teilweise (hier total) geordnete Menge. Wir wissen U < G < U =m-Z mit m € Ngound m-Z C n - Z
enmemen-Z

2.B. gilt (42/122)/(122,/12Z) = AZ/12Z = {4 + 12Z,8 + 12Z,0 + 12Z} oder Z = 4Z + 3Z , 12Z = 4Z N 3Z und
AZ)127. = 7,37 = T

1.11 Automorphismen

Definition :
Sei (G, -) ein Gruppe , so ist die Abbildung « : G — G ein Automorphismus < « ist ein Isomorphismus.
Aut(G) = {a: G — G|a ist Isomorphismus }

Bemerkung :
(Aut(G),0) ist die sogenannte Automorphismengruppe von G auf sich.

Satz 1 :
Ist a € G ,s0ist kg : G — G, g — aga™' ein Automorphismus und  : G —Aut(G) , a — K, ist ein Homomorphismus mit
Kern k =Z(G) , wobei Z(G) = {z € G|Vg € G : zg = gz} das Zentrum von G ist.

1

Beweis :

ZU Kq ist ein Automorphismus :
Ka(9192) = agigea™" = agia”'agaa”
K Kg-1 = Kgq-1* kq = tdg

Die Abbildung « ist ebenfalls ein Homomorphismus , denn seien a, b, g € G beliebig , s0 ra(g9) = abg(ab) ™! = aky(g)a™t =
(0 0 #0)(9)

Es gilt Kern k = {a € G|k, = idg} ={a € G|Vg € G : ko(9) = g} ={a € G|Vg € G : ag = ga} = Z(G).

V= k(g1) - 6(g2) , d-h. K, ist ein Homomorphismus und auBerdem bijektiv , weil

Bemerkung und Definition :

Jede Gruppe (G, ) kann als Q—Operatorgruppe fiir jede Teilmenge @ C Aut(G) betrachtet werden , wobei o € QVg € G :
axg = alg).

U <autc G heiit charakteristische Untergruppe von G in Zeichen U char G < U < Gund u € U, €Aut G = «a(u) € U.
Es gilt U <j;pne G < U <G, wobei Inn G die inneren Automorphismen von G sind, d.h. die Menge aller Konjugationen.

Beispiel :

a) 1 char G und G char G b) Z(G) char G , denn sei z € Z(G) , o € Aut G , so ist Vg € G : a(2) - g = a(z)a(a"(g)) =
a(z-a~'(g)) = ala~'(g) -2) = g - al2)

¢) Gibt es in G genau eine Untergruppe U mit |U| = m, dann ist UcharG wegen |U| = |a(U)| und a(U) < G = U = «(U)
d) Ist G eine beliebige Gruppe und m | |G|. Sei dann i, (G) = {U < Glm = U} , so ist (¢, char G

Satz 2 :

a) U, 7Uvg charG=>U1~U2 char G und Ul,UQS]G:>U1'U2§]G
b) U char V char G = U char G

beachte es gilt nicht allgemein U <V IG = U 4G

Beispiel :
Seien G = Sy und V =V , so ((12)(34)) 9V, <8, , aber nicht U = ((12)(34)) < Sy ,weil g € Sy : g(12)(34)g7! =
(13)(24) ¢ U némlich fiir g = (23).

14. Vorlesung vom 20.11.2000

Beweis :
a) nach dem Homomorphiesatz gilt Uy, Us <o G = U; - Uz <q G , wende diesen fiir Q@ =Aut G bzw. Inn G an
b) Sei v € Aut G so ist oy € Aut V , weil V char G
Sei weiter g € G beliebig und k4 : z — grg~! bzw. k, € Inn G, so ist ¢, = kylv € Aut V und es ist wegen U char V :
ueUlUgeG= p4(u) €U also UcharG.g
——

gug—?!
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1.12 Zyklische Gruppen und ihre Automorphismen

G zyklisch Gruppe < G = (g) = {¢'|i € Z} fiir ein ¢ € G . Man sieht , daf Vi,j € Z : g'g’ = ¢g'*7 ist , was uns einen
Epimorphismus 7 : (Z,+) — G, i — g liefert mit G = Z/ Kern © gemif Homomorphiesatz.

Satz 1 :
Jede Untergruppe U von (Z,+) ist von der Form m - Z mit m € Ny.
Und jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z oder Z/mZ mit m € Ny (|Z/mZ| = m).

Beweis :

Ist U < Z, so setze m := min{j > 0|j € U} # 0, falls U # {0} . Wenn U = {0} = 0Z, sonst existiert m € N: mZ C U. Sei
ueU,s0dqg,r€Z,Ud3u=qg-m+rund 0 <r <m und es ist mgm € U sowie r =u —gm € U . Also ist r = 0 aufgrund
der Minimalitdt von m, d.h. U = mZ.o

Satz 2
a) Jede Faktorgruppe und Jede Untergruppe einer Zykhschen Gruppe ist zyklisch
b) Ist G = (g) mit |G| =m , soist o(¢") =0 = (g*) = ot insbesondere ist {(g") =(g) , wenn ggt (m,i) =1
c) G=(g"),|G| =m so hat G zu jedem Teiler d von m genau eine Untergruppe der Ordnung d
d) Jede Untergruppe einer endlich zyklischen Gruppe ist charakteristisch

Beweis :

a) Mit G = (g) , 7: G — G/N und N < G ist G/N = 7(G) = {n(¢9%)|i € Z} = {n(9)'|i € Z} = (7w(g)) , d.h. G/N ist

zyklisch

Jede Untergruppe von (Z,+) ist von der Form mZ = (m) mit m € Ny und jede Untergruppe von Z/mZ ist von der Form
U/mZ mithQ\U;ng,d.h.nMnundU:(n).

——
zykl.Faktorgr. =nZ
b) Seien d=ggt(m,i) , m = dm’' , u = di’ , so daBl ggt(m',7" ) = 1, dann ist gim' = gi'dm’ — gmi’ — (gm)i" = 17 — 1 und
a(g%) = I|m . Andererseits ist 1(g")! = g% also o(g) = m|il = di'l also m’ |l wegen m = dm’ = m/ |l , weil ggt(m’ ,i’) =

1 . Insgesamt heifit das m/ [l und I |m' = [ =m/.g

¢) Es ist G 2 Z/mZ mit m € N, d.h. |{ Untergruppen von G }| = |{ Untergruppen von Z/mZ}| = |{nZ/mZ|nim}| =
|{ Untergruppen nZ < Z | mZ < nZ}|

d) folgt aus ¢) mit Beispiel ¢) aus §1.11

Satz 3 :
Aut (Zy,+) = (Z7,-) , wobein € N, Z,, = Z/nZ und Z}, = {i+nZ|ggt(i,n) = 1} die multiplikative Gruppe der Restklassen
modulo n ist und es gilt (¢ + nZ) - (j + nZ) =i - j + nZ.

Beweis :

Sei G =(g)=2Z,,dh. |G| =nund sei @ € Aut G . Dann ist a(g) = ¢/ € G und a(g") = a(g9)’ = ¢’ , d.h. « ist durch
j + nZ eindeutig bestimmt wegen ¢/t % = g/ . (g")* = g7 - 17 = ¢/

« ist surjektiv , also G = (g) = (¢’ ) , demnach ist o0(g7) = o(g) = n = ggt(n,j) = 1

Wir haben damit die folgende Bijektion AutG — {j + nZ|ggt(n,j) = 1} a +— j wenn Vg € G : a(g) = ¢/ war.

Umgekehrt sei j + nZ € Z;, so definiere aj : G — G, ¢° +— ¢ | dann ist a; € ein Homomorphismus G in G.

15. Vorlesung vom 22.11.2000

Also «; ist ein Homomorphismus , da Vz,y € G : aj(zy) = (vy)’ G ghelach 2yl = aj(z)a;(y). Weiter gilt o = ap <
a;(g) = ax(g) & gj_: g* < ¢k =1s (j—k)+mZ=1+mZ, es bleibt noch zu zeigen , dafl «; surjektiv ist : a; surjektiv
& G =0;(G)=(g) < ggt(mj) =1

Insgesamt bedeutet dies (AutG, o) ist isomorph zur primen Restklassengruppe ((Z/mZ)*,-) modulo m .

Definition :
Die eulersche Phi-Funktion ist fiir ein m € N wie folgt erklirt ¢(m) = |Z},| = [{j € {1,...,m}|ggt(j,m) = 1}|.

Beispiel :
Sei p eine Primzahl, so gilt ¢(p) =p — 1 und @(p") = p" — [{kplk =1,...,p" 1} =p" —p" L =p" L(p-1)

Satz von Euler :
Seien m € N und a € Z so ist ggt(a,m) = 1 = a¥*"™ =1 mod m .

Beweis :
beachte a =bmod m : & a+mZ =b+mZ < a—b € mZ
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Und fiir a € Z ist a?™ +mZ = (a +mZ)?"™) =1 € Z*, , da p(m) nach Definition die Gruppenordnung von Z, ist und
€Zy,
deshalb Vz € Z%, : 2¢(™) = 1.

Kleiner Satz von Fermat :
Ist p Primzahl und a € Z = a” = a mod p.

Beweis :

l.Fall:pla=a=p-qundsoa? —a=p(p’ ¢’ — q) € pZ = a’ = a mod m

2. Fall : p fa dann a + pZ € Zj Buler o) — qp=1 = 1 mod p A Ben,

In §1.13 werden wir zeigen @(m - n) = p(m) - o(n) , falls ggt(n,m) = 1, z.B. ©(1000) = p(2% - 53) = ©(23) - p(5%) =
(2% —22) - (5% — 5%) = 4- 100 = 400

Beispiel :

Frage: Was sind die letzten 3 Ziffern von x =
Gesucht ist n € {0,...,999} mit « + 1000Z = n + 1000Z , da ggt(7,1000)=1
(7400)1081 = 1 mod 1000 Also lautet die Antwort 007 .

7432401 ?

Puler 70(1000) = 1 mod 1000 , d.h. 7452400 =

1.13 Direkte Produkte und der chinesischer Restesatz

Definition :

Sind G1,...,G, Gruppen, so wird das karthesische Produkt G; x -+ x G, = {(g1,...,9+)|g: € G;} zu einer Gruppe mit
(g15--59r) % (g1, g) = (91 %1 G15 -, Gr *r g.) , wobel x; das Produkt in der Gruppe G; bezeichnet. Man sieht sofort das
Einselement in G ist (1,...,1) und es ist (g1,...,9.)"" = (¢7%,...,9°Y) . D = Gy X X G, heifit direktes Produkt
. Ist weiter G eine Gruppe und sind Hy,... H, Untergruppen von G mit mit einer Abbildung ® : H; x --- x H, — G,
(h1,...,hp) = hy---h, =1I7_1h; , so heifit & inneres direktes Produkt von Hy,..., H, in Zeichen Hy X --- x H, , wenn
® ein Isomorphismus ist.

Satz 1 :
SindHiSG,lgigr,soisthHl>.<~-->.<HT<:>
i) G=H;---H, und

i) H; <G fir 1 <i<rund

111) HZmHlHZ,1H1+1HT:{1}

Beweis :

zZu =

zui) Es gilt G = Hy --- H,. , da ® nach Definition surjektiv ist

zuiii) H; ={®(,... hi,...,)|h; e H;}und Hy--- H;_1Hip1 - - Hy = {®(hq,..., 1 ...h;)|h; € H;} ®ist nach Annahme

~
injektiv also gilt iii)
zuii) h € Hy,g € G = ghg™' = ®(hy,...,h)®(1,...,h,...,)®(h;*, ... hY) = ®(hyhyt, ... hihh; b hehit) =
hihh; ' € H; , d.h. ii) ist erfiillt
Zu <: ,
Es mogen i),ii),iii) gelten. Zunéichst zeigen wir %)h;h; = hjh; fiv i # j,h; € Hy, hj € Hy 1= hi' by 'hih; = b 'hy'hy h; €
N~ N——— ——
€H; cH,;<dG €H;<JG €H;

H; ﬂHj = {1} , also hlhj = hjhi
Wegen i) ist ® surjektiv und es ist ®((hy,...,h.) - (h],..., k) = ®(h1h],..
=®(hy,...,h.) - ®(h},...,hl) = @ ist ein Homomorphismus . Der Kern & = {(

s Hop

hohly - bl i hy -« hehl - Rl

L hehl) =
hl, .,hr) hl"'h,« =1 }nach 111)
————

=h'=hy-h.€HNHz---H,
folgt h;! = 1 und iteriert man diese Argumentation so erhélt man by = hy = ... =h, =1 ,d.h. Kern ® = {(1,...,1)} = {1}
, d.h. ® ist injektiv.g

16. Vorlesung vom 24.11.2000

Seien Uy,..., U, <Gmit Uy x...xU.,=G& ®:U;x...xU. —» G, (u1,...,u;) — uy---u, , d.h. jedes g € G ist eindeutig

darstellbar als g = uq - - - u, mit u; € U; und (uq, ..., up)(u), ..., ul) = ugu] - - upwl,

Satz 1 :
G=U; x...xU, &
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i)G=U;-- U, und
i) U; QG fiir 1 <¢ <7 und
iii) UiﬁU1~"Ui,1~Ui+1~'~UT:{1}

Satz 2

a) Ist ggt(m,n) =1, s0 ist Zyn = Ly X Ly,

b) Sind my, ..., m, paarweise teilerfremd , S0 ist Zy,,...om,. = Ziny X oo X Ly,

U :Z — Ly X oo XLpn, , 2~ (2+mM1Z,...,z+ m,Z) ist Epimorphismus mit Kern ¥ =m; ---m,Z
Beweis :

a) Sei also G = Zy,,, hat genau die Untergruppen C,,, C,, < G mit |C,,| = m und |C,,| =n .

Nach Lagrange ist {1} = Cp,, N C,, und [C,,,Cy| = 5™ = |G| , d.h. G = Cp,,Cy, ist nach Satz 1 G = Cy,, x C,

b) Induktion ¥ : Z — Zy,, X ... X Zy,, ist stets eine Homomorphismus mit Kern ¥ = {z|z € miZN...Nm,Z} =my---m,Z
, weil die m; relativ prim sind.

Bild U~ Z/my - mpZ = Ly X ... X Ly, hat Ordnung |Zy,, X ... X Zp, | , also ist ¥ surjektiv.

Folgerung (Chinesischer Restsatz) :
Sind my,...m, € N relativ prim und ay, ..., a, € Z beliebig so existiert ein z € Z : z = a; mod m; fir i € {1,...,r}.
Ist zg eine Losung der simultanen Kongruenzen so ist die Menge aller Losungen zg + mq - - - m,.Z.

Beweis :
¥ von Satz 2 ist surjektiv , also 3z € Z mit U(z) = (a1 + muZ,...,ar + MpZ) € Ly, X -+ X Ly,
U(z) = \I/(z’) =z—z2ecKen¥ =mq---m,Z

Satz 3 :
Ist ggt(m,n) =1, so ist p(m -n) = p(m) - ¢(n), wobei ¢ die Eulersche p—Funktion ist.

Beweis :

zu = :

e(n) ={ie{1,...,n}ggt(i,n) = 1} = |{g € Cr|{g) = Cn}| =Anzahl der erzeugenden Elemente einer zyklischen Gruppe
der Ordnung n, |C,| =n

((9.1)) = G X G Con X Co = {(g", W)}i € Z} = (g) = Cr und {h} = C,

AT

Sei (9) = Cp, (h) = Cy, und o((g,h)) =

zu zeigen I =m-n: (1,1) = (g, ) :( hYyalsom |1 ,n|l=m-n|l,daggt(mn) =1undl|m-n=|C, x Cy,| nach
Lagrange.

1.14 Die Sylowséitze
Lagrange : Fiir |G| = n existiert U < G, |U| = m = m|n

Frage :
Gilt die Umkehrung auch 7

Antwort :
Nein, nicht im Allgemeinen.

Beispiel :
G = Ay, |A4] = 12 hat keine Untergruppe der Ordnung 6.

17. Vorlesung vom 27.11.2000

1. Satz von Sylow 1872 :
Ist |G| = p®r mit p Primzahl und r» € N | so hat G eine Untergruppe der Ordnung p®.

Lemma 1 :

G endl. Gruppe mit |G| =n,1<r<n

M =M, (G) = {M C G|r=|M]}

G operiert auf M durch Linksmultiplikation g- M = {g-z|x € M} . Nach dem Satz iiber die Bahnzerlegung ist M = (!, G-M;
disjunkt und |G - M;| = =% wobei b; |m . AuBerdem b; =1 < G - M; = G/U

m
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Beweis :

GMZ = {glM’h 7gmMz} ) G = {gla”'vgm}

0.B.d.A. 1 € M; ,sonst wenn g € M; ersetze M; durch g~ 'M;

Setze U; = StabgM;,u € U; , so ist uM; = M; und u € M; , also U; C M;.

M; ist die Vereinigung von b; Rechtsnebenklassen von U; . m = |M;| = |U;| - b; = b; |m |G- M;| =[G : U;] = b%

Lemma 2 :
Gl =n>m>1,M=M(G) ={MCG|M|=mj, M =()
M =H,_, G+ M; , |G* M;| = 2L mit b;|m. Es ist b; = 1 <& G M; = G/U; fiir eine Untergruppe U; < G und |U| = m.

1. Sylowsatz :
Ist |G| = p®r , r € N, so existieren Untergruppen der Ordnung p® , deren Anzahl n,.(G) = {U < G|p® = |U|} =1 mod p
ist.

Beweis :

Wende Lemma 1 an auf n = p% und m = p® , so M = M,,,(G) mit M| = (gff“) =3 |G*xM;| =23 b . Entweder ist
b; =1, dann enthélt G * M; genau eine Untergruppe, oder b; > 1 so teilt b; aber m = p® , d.h. b; = p’. Was wiederum heif3t,
daB p|b; und (5.") = 2np(G) mod pr = rny.(G) mod pr . Dies gilt fiir jede Gruppe G mit |G| = p®r , insbesondere auch
fir G = Cpay = (Zpay, ). Aus §1.12 wissen wir nye(Cpe,) = 1. Eingesetzt ergibt dies (5?) =r-1mod pr & r = rny(G)
mod pr < 1 = nye,(G) mod p.

Definition :
Syl,(G) = {U < G|p*} (# 0 nach Satz 1) , falls |G| = p®m mit p t m.
P e Syl,(G) < P ist p-Sylowgruppe von G.

2. Sylowsatz :
Sei U < G mit |U| = p® , p Primzahl und S € Syl,(G). Dann existiert g € G mit U < gSg~! und insbesondere sind je zwei
p-Sylowgruppen von G in G konjugiert.

Beweis :

(G und) U operieren auf G/S , |G| = p®m und p { m . Jede U-Bahn hat als Linge eine p-Potenz. |G/S| = p;:n =m =
S |U - (2;9)] kein Vielfaches von p , da p { m. 3i mit |[Uz;S| = 1soist Vu € U : u- 2,8 = 2,8 © 2] 'ur; € S & u €
xin;1 =U< xinf

3. Sylowsatz :
Ist |G| = p*mmit p fm , so ist nye (G) = |Syl,(G)| Teiler von m und kongruent 1 modulo p. Also kurz np (G)|m, ny.(G) =1
mod p.

Beweis :

|Syl,(G)| = [{gSg™'|g € G} = [G : Ng(S)] mit S € Syl,(G). Da Ng(S) = {g € G|gSg~* = S} > S folgt , daB
|Syl,(G)| = [N[Cig]:s] = o535 wnd demnach Teiler von m ist.

Korollar :

Ist P € Syl,(G) , so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
2) Syly(G) = {P}

b) PJG

¢) P char G

a) = b) : Vg € G:|gPg~ ! =|P| also gPg~! € Syl,(G) =P <G
b) = a) : Instanz des 2.Sylowsatz gPg~! = P. Alle Konjugierten liefern nur Syl,(G) = {P}

¢) = b) : trivial
a) = c¢) : Sei @ € Aut G : a(P) € Syl,(G)
Beispiel :

|G| =15 =3-5 = 3P; € Syl3(G),3P5 € Syls(G).|Syls(G)| € {1,5} und = 1mod 3. D.h. es bleibt hier nur noch die Wahl
|Syl3(G)] = 1 und somit P; < G. Auch bei [Syl5(G)| € {1,3} und = 1 mod 5 bleibt nur die 1, also Ps < G. Auflerdem
P3QP5:{1}=>G=P3XP5 bzw. G = Z3 X 75 = Z15

Korollar 2 :

Fiir eine endliche Gruppe sind dquivalent :

a) G ist direktes Produkt der Sylowgruppen

b) alle Sylowgruppen S <G (Vp| |G| : |Syl,(G)| =1)
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Beweis :
Es sei |G| = p™ ---p™ mit p; # p; fir ¢ # j und P; € Syl,,(G). b) = a) : Nach Voraussetzung ist P; < G und
Piﬂpln-Pi_l'PH_l-"PT:{l}:>G:P1X"'X

Definition :
Ist G endliche Gruppe und Produkt seiner Sylowgruppen, so heifit G nilpotent. Eine abelsche Gruppe ist nilpotent.

Beispiel :

|G| =56 =7 -8, Behauptung : G hat einen Normalteiler der Ordnung 7 oder 8

1Syl7(G)] |8 = 1modT , d.h. |Syls(G)] € {1,2,4,8} — {2, 4}

1. Fall |Syl7(G)| =1=4dP; € Syl7(G) = {P7} , P, <4G

2. Fall |Syl7(G)| = 8 so P; £ G. Dann gibt es 8 Untergruppen der Ordnung 7 mit paarweisen Durchschnitten gleich {1}. Es
gibt ¢(7) = 6 Elemente der Ordnung 7 , also 8 - ¢(7) = 8- 6 = 56 — 8 Es gibt genau 8 Elemente der Ordnung # 7. Nun gibt
es genau eine 2-Sylowgruppe Pp mit |Pa| = 8 und {P2} = Syl2(G) also P, I G.g

1.15 Endliche abelsche Gruppen

18. Vorlesung vom 29.11.2000

Satz 1 :
a) Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt ihrer Sylowgruppen.
b) Zwei endliche abelsche Gruppen sind genau dann isomorph wenn ihre Sylowgruppen paarweise isomorph sind.

Beweis :

zu a) :

Jede Untergruppe ist Normalteiler, also auch alle Sylowgruppen , deshalb gilt nach §1.14 Korollar 2 die Behauptung a) .
zu b) :

Ist ¢ : G — H ein Isomorphismus, dann P € Syl,(G) = ¢(P) € Syl,(H), also P, 2 Q; = Py x --- X P, 2 Q1 X -+ X Qr .0

Satz 2 :
Ist G abelsche p-Gruppe mit |G| = p™ und z € G ein Element mit maximaler Ordnung, soist G = (z) x U, U <G

Beweis :

M={U<GUN(z)={1}} #0> {1}

Sei U € M maximal beziiglich “ C “, so setzt W = (z) NU. Zu zeigen ist nun, da W = G.

Angenommen W C G, so existiert g € G— W : o(gW) also gpk € W . Wir schreiben gpk als 2" y mit u € U und p fi. Dann
ist 0.B.d.A. i =1, sonst ersetzen wir z* durch z , wegen (z) = (2%).

also g?" = 2P'u = a(gpk) = % = a(z”lu) > a(z”l) = 7. Wegen der Maximalitét von o(2) folgt [ > k. Dann g, = gz P "
d.h. g1 W = gW.

Uy=(g1)Uund g1 €U C {g1)U ,sogar g1 € G—W.

Behauptung :
UpN{(z)={1}, demnach ist Uy € M,U; > U , was ein Widerspruch zur Maximalitét von U.

Beweis :

SeizeUN{z),dh.IJFeNveU :x=glve(z),danun (W) = 1W also j = (¢: W) - m = p¥m mit m € Z ist, folgt
~—
gW

daB z = gP'mzP'my = (g”kz*pl)mv =" v eUn{(z)={1} = U N{z)={1},was ein Widerspruch zur Annahme ist.

€U €U
Hauptsatz iiber endlich abelsche Gruppen :
a) Ist G endliche abelsche p-Gruppe, so ist G = Zpny X - -+ X Zpn,, wobei nq > ... > n, € N eindeutig durch G bestimmt
sind.
b) Ist G endliche abelsche Gruppe, dann ist G = Zy,,, X -+ X Zy,, mit m; { m;_1 eindeutig durch G bestimmt.

Beweis :

zu a) : Wende Satz 2 an und eine Induktion, so G & Z,» x U und p™* die maximale Ordnung eines Elementes z; € G ist.
Und weiter ist G = Zpn, X Zynz x H , wobei p™? die maximale Ordnung eines Elementes in G/( 21 ) ist, usw.g

zu b) : Wende abermals Satz 2 an und so ist Lys X Lpne = Ly s, falls ggt (p1,p2) =1
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Beispiel :

|G| = 24 =23 .3 und G abelsch, so existieren die folgenden drei Isomorphietypen :
G X7o X Uy X Ly X Uiz 2Tg X Ly X Uig

oderG%Z4xZ2xZ3%Z12xZg

oder G & Zg X Zg = Z24

1.16 Kompositionsreihen

Definition :

a) Eine Q-Gruppe G heifit Q-einfach, wenn sie genau 2 Q-Normalteiler, nimlich {1} und G hat (D.h. G = {1} ist nicht
einfach).

b) Ist (*) G = Gp > G >q ... >q G, = {1} Kette von Q-Untergruppen (bzw. Q-Normalteilern) von G mit G; <o G,;_1 ,
50 heifit (*) Q-Subnormalreihe (bzw. Q-Normalreihe)

¢) Eine Q-Kompositionsreihe, wenn G;_1/G; Q-einfach ist. D.h. G;_1 > N g G; = N € {G;-1,G;}

d) (*) heiBit Q2-Hauptreihe, wenn stets G;_1 >q N g G; und N 4o G = N € {G;_1,G;}

Die Faktorgruppen G;_1/G; heilen dann Kompositions- bzw. Hauptfaktoren.

Beispiel :

a) G (Z12 +) Die Komp051t10nsrelhen sind dann :
(g9)>(g%) = (g*) = (¢")

(9)>(g°)>(g%) > (g")

(9)=(g*) = (g°) = (g"%)

Mit den Kompositionsfaktoren :

Ly, Lo, 73

ZLo,23,73

73,22, 72

19. Vorlesung vom 1.12.2000

Beispiel :

G=5,> Ay > Vi ((12)(34)) > {1} bzw.

G=5,1> A4 >V, > <(13)(24)> > {1} bzw.

G=S8,0 Ay > V> ((14)(23)) > {1}

Sind Kompositionsreihen mit “Faktoren” :

SufAy Xl , Ay/Vi =73, Vi/{(12)(34)) 2 Zy , ((12)(34))/{1} = Zs
G =S40 Ay > Vi > {1} ist dann die Hauptreihe.

Definition :

a) Zwei Q—Subnormalreihen heiflen dquivalent , wenn die Mengen {Gy/G1,...,Gp_1/Gn} = {Ho/H1,...,Hpy_1/Hy} bis
auf Isomorphie gleich sind und n=m gilt. D.h. 1) m=n und 2) 30 € S,, : G;_1/G; = H,(;)—1/Hy)

b) Seien (*) G = Go \ZQ Gl EQ IZQ Gn = {1}

(**) (*) H=Ho>q H >q...>q Hyp, = {1},

so heifit (**) Verfeinerung von (*), wenn {Ho, Hy,...,Hp} 2 {Go,G1,...,Gp}

Butterfly Lemma von Zassenhaussen :

Seien G;41 9o G; < G und H;j 1 g H; < G , dann gilt
a) Git1(Gi N Hj1) < Gia(Gi N Hj) = Gy

b) Hj+1(Gi N Hy) < Hj1 (G N Hy) = Hij

¢) Gij/Gij1 = Hij/Hitj

Beweis :

Wir wenden den 1. Isomorphiesatz an, der besagt, dal wenn N<G und U < G gilt, NU < G, NNU<U und NU/N 2 U/NNU
ist firG - G; , N = Gipq und U — G; N H;. Dann NU =G und NNU =G, NG, NH; =G NH; AG; N H;

und Gij/Gi—i-l = Gl n Hj/Gi+1 n Hj mittels des Isomorphismus @ Gl n Hj/Gi+1 — Gij/Gi—i-l y CE(GH_l n HJ) = QSGH_l .
Ebenso ist Gl N Hj+1 ﬂ Gz N Hj s

(Giq1NH;)(GiNHj) IGiNHj

(Gita NH;)(Gi N Hj41)/(Giga N H;) 2(Gi N Hj)/(Gig1/Hj). So folgt

©((Gix1NH;)(G:NH;11)/(Gi+1NHj)) <IGZJ/G1+1] Nach dem 2.Isomorphiesatz ist also G;;/Gij+1 = G;NH,; /(Git1H;)(GiN
Hj+1) und genauso Hij/Hi+1j = Hj NH; /( H—lH )(G n Hj+1)

Verfeinerungssatz von Schreier :
Je 2 Q-Subnormalreihen von G haben #quivalente Verfeinerungen.
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Beweis :

Seialso G=Gy> G >...>G, ={1} und G= Hy> H; >...> H,, = {1} die beiden Subnormalreihen von G.

So definiere Gij = Gi+1(Gi N Hj) bzw. H;; = j+1(Gi n Hj) , 80 ist G; = Gig P Gi1 g ... B G = Gi+1 und
H; =Hyj>q Hij>q...q Hy; = Hj11, wobei die (G;;) (bzw. (H;;)) Verfeinerungen von (G;) (bzw. (H;)) sind.

Nach dem Buttcrﬂylcmma ist Gij/Gij+1 = Hij/HiJ,-lj s also sind (Gij) und (Hij) éiquivalcnt.

Satz von Jordan , Hdélder :
Hat eine 2 -Gruppe eine Kompositionsreihe, so sind je 2 Kompositionsreihen dquivalent. Insbesondere sind je 2 Kompositi-
onsreihen (Hauptreihen) einer endlichen Gruppe dquivalent.

Beispiel :
(Z,+) hat keine Kompositionsreihe , da Z > pZ > p?Z > ... eine unendliche absteigende Subnormalreihe ist .
1.17 Auflésbare Gruppen

20. Vorlesung vom 4.12.2000

Definition :
Ist G Gruppe und a,b Elemente aus G, so heifit [a,b] = ¢~ 'b~'ab Kommutator. Und G’ = [G,G] = ([a,b]|a,b € G)
(beachte das {[a,b]|a,b € G} im allgemeinen keine Untergruppe ist).

Bemerkung :
bala,b] = ab
Satz :

a) G’ char G (sogar: ¢ : G — H Epimorphismus = ¢(G') = H')
b) G ist abelsch & G’ = {1}
¢) N <G, dann ist G/N abelsch & G’ < N, also G' = UNS]G N ist kleinster Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe

Beweis :

m a) o([a,b)) = p(a= b~"ab) = p(a) " p(B) " p(a)p(b) = [p(a), 9(b)

zu b) beachte b) ist Spezialfall von ¢) fir N = {1}

zu ¢) Sei G/N abelsch < Va,b € G : (aN)(DN) = (bN)(aN) , da zwei Nebenklassen aN,bN genau dann gleich sind wenn
a~'b € N ist, ist dies dquivalent zu (ba) tab € N & [a,b] € N & G < N

Definition :

G sei eine beliebige Gruppe und G@ := (G¢~1). G heiBt auflssbar, wenn Im € N : G(™) = {1}. Das kleinste m € N mit
dieser Eigenschaft heifit Stufe von G.

Es gilt : G abelsch & G’ = {1} & G auflésbar der 1. Stufe

Beispiel :
Sz > S, = Az > SY = AL = {1} bedeutet, dafl die S5 auflésbar von 2-ter Stufe ist.
bzw. die Sy ist auflosbar von 3-ter Stufe wegen Sy > Ay > Vy > {1}.
=5, =Sy =sy
Allerdings sind fiir n > 5 € N die S,, nicht auflésbar, da sie alle die nicht auflésbare Untergruppe As enthalten.

Satz 2 :
a) G ist auflésbar < G hat eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren
b) G ist endlich und auflésbar < G hat eine Kompositionsreihe mit zyklischen Kompositionsfaktoren von Primzahlordnung

Beweis :

zua) =: Soist G =G >G">...>G"™ = {1} die (Sub-)Normalreihe mit abelschen Faktoren G(~1 /(GU=1Y

zu <: Sei also G = Gy > G1 > ...> G, = {1} die Subnormalreihe mit abelschen Faktoren, wir behaupten GO C G;.
Induktion: i=1: Gy/G; abelsch also G’ < G nach Satz 1 c).

Sei i > 1 : die Induktionsannahme ist, daf GU—1) C G;_1, es folgt (G(Fl))’ C G;-1 , wobei G,;_1/G; abelsch ist. Es folgt,
———
—G@) caG;

daB stets G C G; und G C G, = {1} ist .g

zu b) < : gilt nach a)

= (*)G=Go>Gi>...>G, = {1} ist Kompositionsreihe von G und (**) G = G'>G">...>G™) = {1}. Nach dem
Verfeinerungssatz von Schreier haben (*) und (**) &dquivalente Verfeinerungen. D.h. (*) ist eine Verfeinerung von (**), also
sind alle Faktoren in (*) abelsch (und einfach) und demnach von zyklisch von Primzahlordnung.
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Satz 3 :

a) G ist auflosbar mit U < G, so auch U auflésbar. Oder anders formuliert besitzt G eine nicht auflésbare Untergruppe U,
so ist G selbst auch nicht auflosbar.

b) Sei N <G, dann gilt : G auflésbar & N und G/N auflésbar. Insbesondere sind homomorphe Bilder auflésbarer Gruppen,
auch auflosbar.

Beweis :

zu a) : Es ist U’ C G’ bzw. allg. U C GO, also G™ = {1} = U™ = {1}

zub) = : 71 : G — G/N der kanonische Epimorphismus nach Satz 1 und Induktion ist 7(G®) = (G/N)".

Schliefllich ist dann auch G(™ = {1} = (G/N)™ = {1}, und somit (G/N) ist wie N (nach a) )auflésbar .

zu < : Sei N = {1} und (G/N)"™ = {1} & G™ < N. Also (G(™)(™ < N(™ = {1} = G+ = {1}. Die Gruppe G
ist auflésbar mit einer Stufe s < m + n.g

Satz 4 :
Ist G endliche p-Gruppe, so ist G auflosbar.

Beweis :

Es gilt G # {1} = Z(G)# {1} (siehe §1.5). Da G auf sich selbst durch Konjugation operiert, wobei die Bahnlédngen alle
p-Potenzen sind, folgt da {1} eine Bahn der Linge 1 = p ist, daf es mindestens p-1 weitere Bahnen der Linge 1 gibt, da8
also mindestens p Element in Z(G) liegen. Da (Z(G))" = {1} ist, ist Z(G) abelsch und damit auflésbar. Und G/Z(G) ist
wie G eine p-Gruppe mit |G/Z(G)| < |G|. Mit Induktion erhélt man, da§ auch G/Z(G) auflosbar ist, da irgendwann (we-
gen |G| < 00) GU™ /Z(G™) = {1} ist, wenn GUFY := G() /Z(GD) ist. Nach Satz 3 b) folgt, daB damit auch G auflosbar ist.

p®qP-Satz von Burnside 1904 :
Seien p, ¢ Primzahlen und |G| = p®¢® mit a,b € N , dann ist G auflésbar.

Beweis :
siehe Vorlesung iiber Darstellungstheorie

Satz von Feit Thompson 1963 :
Ist |G| ungerade = G auflosbar.

Beweis :
Der Beweis umfasst circa 270 Seiten.

1.18 Einfache Gruppen

Definition :
G einfach < G hat genau 2 Normalteiler némlich {1} und G < G hat keinen echten Normalteiler.

Beispiel :
G = Ajs ist einfach (also nicht auflésbar) = Vn € N:n >4 =5, A, sind nicht auflésbar, da sie A5 enthalten.

21. Vorlesung vom 6.12.2000

Eine endliche Gruppe G ist genau dann abelsch und einfach, wenn G zyklisch mit Primzahlordnung ist, d.h. G = (Z/pZ,-)
fiir eine Primzahl.

Beispiel :
Die alternierende Gruppe Aj ist einfach.

Beweis :

Es ist zu zeigen : N < A5 = N € {4;5,{1}} (& A5 ist einfach).

Sei N ein Normalteiler in A5, dann ist N die Vereinigung von Konjugiertenklassen, deren Léngen 1, 12, 12, 15, 20 sind. Es
gilt 1 € N, d.h. [N| € {1,13,16,21,25,28,33,...,60}. Wegen |N| | |A45| = 57' = 60, gilt |N| € {1,60}.0

Definition :

G operiere auf X. G operiert k-fach transitiv, wenn [{z1,...,zx}| = {y1,..., g} =k und z;,y, € X =g € G 1 gz =y,
mit 1 <7 <n.

Es ist offensichtlich, dafl die k-fach Transitivitidt k-1-fach Transitivitit impliziert.

Beispiel :
a) S, ist n-fach transitiv auf {1,...,n}
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b) A, ist (n-2)-fach transitiv auf {1,...,n}

Beweis :

Sei {z1,...xn} ={y1,...,yn} = {1,...,n}, so existiert ein o € S, mit o - z; = y; fiir i=1,...,n.
Dann ist entweder 0 € A, mit - x; = y; firi=1,...,n—2

oder7-c €A, mittr=mn—-1,n)und7r -0 -2, =y; firi=1,...,n—2

Lemma 1 :

Ist N < G und operiert G mindestens 2-fach transitiv auf X, so operiert N transitiv oder trivial auf X fiir | X| < oo.
In dem Fall, da8 N transitiv auf X operiert gilt : z € X = G = N-Stabg(z)

Beweis :

Wir zerlegen X in N Bahnen, also X = N -z W---WN -z,. Esist (¢N)z; = (Ng)x; = N(gz;) € {N -2;]1 <i<n} und N

operiert trivial & Nx; = {x;}

Sonst wéhle z} # x1 € Nx;, dann ist fiir jedes g € G : {gx1, g2} } C N(gx;)

Ist » > 1, d.h. N ist nicht transitiv, so wihle y; = z; und yo = x; mit ¢ # 1, dann gibt es kein ¢ € G mit gr; = y; und

gTy = gTi = Yo

Sei weiter N transitiv auf X und z € X, d.h. N -2 = X, so ist

|X| =[N : Staby(2)] = [G : Stabg(x)] > [N - Stabg(x) : Stabg(z)] = [N : Staby (z)] = |X| = N - Stabg(x) = G.g
————

e

Satz 1 :
Fiir n > 5 ist A,, einfach.

Beweis :

Induktionsanfang : siehe Beispiel 1 Induktionsschritt : Sei n > 5, dann ist G = A,, 4-fach transitiv auf X = {1,...n}.

Sei {1} # N < @, so operiert N nicht trivial, d.h. nach Lemma 1 operiert N dann transitiv auf G = N - Stabg(n), also
=A

G=N-A,_1. A,_ ist iibrigens nach Induktionsannahme einfach.

Betrachte NN A,_1 <A, _1.

1.Fall: NNA,_1=A,_1,dh. A, 1 <N, also folgt N =G.

2. Fall: NN A,_1 = {1}, wegen N/{1} = A,,/A,,_; folgt |[N| = n. Also gibt zu jedem i € {1,...,n} genau ein h; € N mit

h;(n) =4, denn N operiert transitiv.

Ist g € An—1, betrachte gh;g='(n) = ghi(n) = g(i) = hg@)(n) € {1,...,n — 1}. So wiihle nun h;, hj, hy, by paarweise ver-

schieden, so daf8 h; - h; = hy und {4, j, k,1} C {1,...,n — 1}. Dies ist immer moglich, weil n = |[N| > 5.

A,,_1 operiert n-3-fach also mindestens 3-fach transitiv auf {1,...,n—1}. Es gibt demnach ein g € A,,_; mit g(i) =14, 9(j) =

J,9(k) = L und |{i,j,k}| = 3 = [{,4,1}|. Somit kann man schlieBen, daB gh;hjg~' = ghrg™ = hyu) = hi, aber auch

ghihjg= = ghig~tgh;g~! = hyiyhg(j) = hihj = hy, wodurch wir einen Widerspruch zu [ # k erhalten.

22. Vorlesung vom 6.12.2000

Beispiel :

Ist SL(n,F,)<GL(n,F,) und Z(GL(n,F,)) = {aE,|a € F), \ {0}}.

Nach Satz 2 ist SL(n,F,)/Z(GL(n,F,)) = PSL(n,F,) ist einfach fiir (n, ¢) # (2,2) und (n, ¢) # (2, 3). Weiter gilt |GL(n,F,)|
= (22 -1)(22 - 2) = 6, PSL(2,2) = GL(2,2) = S5 , |GL(2,3)| = (32 — 1)(32 — 3) = 48 und PSL(2,3)~ A,.

Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen :

Ist G eine endliche einfache Gruppe, so ist

i) G abelsch, dann G = (Z,,, +) oder

ii) G = A, mit n > 5 oder

iii) G ist eine Gruppe vom Typ wie z.B. PSL(n, q) mit (n, q)#(2,2), (2,3) d.h. G ist eine orthogonale, symplektische Gruppe
oder

iv) G ist sporadisch einfach, d.h. eine von 26 Ausnahmegruppen wie z.B. die Monstergruppe M mit |M| = 246 . 320 .59 . 76.
112132 -17-19-23-29-31-41-47-59 - 71 ~ 10°°

Der dazu gehorige Beweis umfafit mehr als 10000 Seite und wurde ~ 1981 komplettiert.
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Kapitel 2

Ringe

2.1 Ringe und Ideale

Definition :

(R, +,-) heilt Ring, wenn

a) (R,+) ist abelsche Gruppe

b) (R, ) ist Monoid (also - ist assoziativ)
c)Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c

Bemerkung :
Vielfach wird nur verlangt, daf in Teil b) (R, -) eine Halbgruppe, wir betrachten Ringe als Ringe mit einer Eins.

Definition :

gilt neben a), b), ¢) zusitzlich, dafl

(R, -) ein kommutatives Monoid ist, so heifit (R, +, ) kommutativer Ring,
bzw. ist (R \ {0}, ) eine Gruppe, so heifit R Divisionsring oder Schiefkérper.
Und falls (R \ {0}, -) abelsche Gruppe, so ist R ein Kérper .

Beispiel :

a) (Z,+,-) ist eine kommutativer Ring

b) (K™*™) ist fiir n > 1 und K Korper ein nicht kommutativer Ring
c) Q, R, C und F, sind Koérper

Definition :

Sind (R, +,-) und (S, +, ) Ringe, so heifit ¢ : R — S Ringhomomorphismus, wenn

a) Va,b € R: p(a+b) = ¢(a)+ ¢(b)

b) Va,b € R: p(a-b) = ¢(a) - p(b)

c) p(1g) =15

Ist ¢ zusitzlich bijektiv, so heifit ¢ Ringisomorphismus und R =2 S < Jp : R — S mit ¢ ist eine Ringisomorphismus.

Definition :

Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so sei Kern ¢ = {a € R|p(a) =0} <
Es gilt a €Kern ¢,z € R= ¢(z-a) = p(z) - p(a) = p(z) -0 =0 und p(a-z) =
Folglich sind a - z, x - a € Kern ¢.

(R, +)
pla) - p(x) =0 p(z) = 0.

Definition :
U < R heiit Teilring von (R, +,-) < 1€ U,a,b €U = a-bec U und (U,+) < (R, +).
I heifit Ideal in (R,+,-), wenn (I,+) < (R,+)unda€l,z € R=>x-a,a-x € I.

Homomorphiesatz fiir Ringe :

a) Sei I ein Ideal in R (kurz I < (R, +,+)). Dann wird R/I = {a+ I|a € R} zu einem Ring mit - : (a+1)-(b+1) = (a-b+1)

und die Abbildung # = 7y : R — R/I ,a+ a+ I ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit I = Kern .

b) Ist umgekehrt ¥ : (R, +,-) — (5, +, ) ein Ringhomomorphismus, so ist I = Kern ¥ < R und es gibt genau einen Ringho-
momorphismus ¥’ : R/I — S mit ¥ = ¥ o7y und ¥(a) = ¥'(a + I). ¥ ist injektiv, also R/Kern ¥ = ¥(R) = Bild ¥. R/I

heifit Restklassenring nach I .

Beweis :

zu a) Wir zeigen, daf§ die Multiplikation - wohldefiniert ist. Es gilt (a+ 1) = (¢’ +I),(b+ 1) =W +1) < a—ad,b—-b €1
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=ab—adb =alb—0V)+ab —ad'bt =a(b—b)+ (a—a)b, weil I <R.
—— ~——

el el
———— N —
el el

= ab+ I = 't/ + I. Zudem ist - assoziativ und 1 + I ist die Eins. Auch die Distributivitét iibertrégt sich von R auf R/I.
Der kanonische Epimorphismus 7 : R — R/I der additiven Gruppe (R, +) ist ein Ringhomomorphismus.

zu b) Der Homomorphiesatz fiir Gruppen besagt, dafi ¥’ wohldefiniert und injektiv ist, wobei fiir 7 = Kern ¥ < R ¥/ (a+) =
¥ (a) ist. Weiterhin gilt, da8 O/ ((a + I)(b+ 1)) =¥/ (ab+ I) = ¥(ab) = ¥(a)¥(b) =¥ (a+ I)¥'(b+ I) ist. D.h. ¥ ist sogar
ein Ringhomomorphismus.

23. Vorlesung vom 11.12.2000

Bemerkung :
Ist IdR,s0ist 1 €< J=R.
<:ist trivial. =: 1€ I<R>z,dannistxa =x-1€ T .
<~
RCI
1. Isomorphiesatz :
Sei S ein Teilring von R und [ ein Ideal in R, so gilt S< R IIR=J+I<AIIS+IANINSDS.
Zudem ist S/INS=S+1/1.

Beweis :

Es ist zu zeigen, da§ (S +I,+) < (R, +).

Seien dazu a,b € I[,x,y € S,s0ist (x+a) - (y+b) = 2y +ab+ay+abeS+Tund1=14+0€ S+ 1.
— ——

€S eI
Also ist S + I Teilring von R. Dafl TS+ T und JNS <IS gilt, ist trivial siche 1.10. Sei ® : S/INS — S+ I/I mit
x+(INS) — z+1, so ist ® offensichtlich ein Isomorphismus der additiven Gruppen. Weiter gilt auch, da§ ®(zy) = ®(7)P(7),
wobeiZ =z +1ND bzw. y=y+ 1N D, also ® ist ein Ringisomorphismus.

Bemerkung :
I<9(R,+, ) < I ist R x R zulissige Untergruppe von (R, +), wobei (a,b) xx =a -z - b fiir a,b,x € R.

2. Isomorphiesatz : -
Ist I, ein Ideal in R, so ist die Abbildung ¥ : {I Q R|I, < I} — {I < R/I,|I Ideal } ein Verbandsisomorphismus.

Folgerung :

a) Sei I < R maximal, d.h. [ #Rund I <I' AR = I=1'VI = R. Dann ist I ist maximal & R/I ist einfach
b) R sei kommutativer Ring, dann gilt R/I ist Korper < I ist maximales Ideal in R.

Oder wenn R kommutativ ist, so gilt R ist Koérper < R ist einfach.

Beweis :

a) klar

b) zu zeigen mit Voraussetzung, dafl R kommutativ ist: R Korper < R einfach.

zu =: Sei R Korper und {0} # I < R. Wéhle a € I\ {o}. Dann ist 1 = a’1<q/ € I. Wir haben bereits gesehen, dafl

el
lel=1=R[p.

zu <: Sei 0 # a € R, dann ist zu zeigen: 3x =a ' € Rmit 1l =2 -a. Esist 0 #a=1-a € Ra <R, also Ra ist das von a
#{0}

erzeugte Hauptideal. Da aber R einfach ist, existieren zur die beiden Ideale {0} und R. Folglich ist Ra = R. Wegen 1 € R,

folgt Ir€e R:x-a=1

Beispiel :
Sei m € Ny und somit mZ < Z, dann ist mZ maximales Ideal < m ist Primzahl (mZ < nZ < n | m).

2.2 Integrititsringe und Quotientenkorper

Voraussetzung :
In diesem Abschnitt ist mit (R, 4, ) stets ein kommutativer Ring gemeint.

Definition :

a) R heifit Integritéitsring, Integrititsbereich bzw. nullteilerfrei, wenn Va,b € R: a-b=0=a=0Vb=0und 0 # 1.
b) P < R heifit Primideal, wenn aus a,b € Rund a-b€ P = a € P oder b € P.
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Behauptung :

a) Ist I < R, dann gilt [ ist Primideal < R\ I ist Integritétsring.
b) {0} ist Primideal in R < R ist Integritétsring

¢) Ist R Teilring eines Korpers, so ist R Integrititsbereich.

d) Sei P ein maximales Ideal in R = P ist Primideal.

Beweis :
a) R\ I ist Integritédtsbereich < (a+I)(b+1) =0=a+I =0+IVb+1 =o0+1. Dies gilt logischerweise, da R ein
—_—

ab+1
Integritatsbereich ist und damit in R aus ab =0, a = 0V b = 0 folgt.
b) klar
¢) Ist R < K Korper, wegen R C K ist und da nur die 0 Nullteiler in K ist = R ist Integritéitsring.

=
d) P maximales Ideal = R\ P ist Koérper und erst recht Integritéitsring a) P Primideal

Satz 1 :

R sei Integritiitsring und H eine Teilmenge mit den folgenden Eigenschaften: H - H C H,1 € H und 0 ¢ H.

z.B. erfilllen H = R\ {0} und H = R\ P diese Bedingungen.

Auf M = R x H definiere die Relation (a,b) ~ (c,d) :< ad = bc. Dann ist ~ ein Aquivalenzrelation, wobei die Aquivalenz-
klasse von (a,b) fir a € R,b € H § ={(c,d) € R x H|(c,d) ~ (a,b)} ist. Q(R, H) ={}|v € R,y € H}

Definition :

ayc._adibe ypqo.c.

Damit wird (Q(R, H),+,-) zu einem kommutativen Ring und die Abbildung ¢ : R — Q(R, H), a +— { ist injektiver Ring-
homomorphismus und damit wird R zum Teilring. Jedes h € H hat dann in Q(R, H) ein Inverses ;. Fiir H = R\ {0} sagt
man Quot R = Q(R, H) ist der Quotientenkérper von R.

24. Vorlesung vom 13.12.2000

Beweis zu Satz 1 :

Sei R ein Integritétsring und H CRmit H- H C H ,1€ Hund 0 ¢ H. Auf R x H ist dann ~ als (a,b) ~ (¢,d) < ad = bc
definiert. zu zeigen ~ ist eine Aquivalenzrelation :

~ ist reflexiv, denn (a,b) ~ (a,b) wegen ab = ba.

~ ist symmetrisch, da (a,b) ~ (¢,d) = (¢,d) ~ (a,b), weil R kommutativ ist.

~ ist transitiv, denn sei (a,b) ~ (¢,d) und (¢, d) ~ (e, f),

so ist ad = bc und cf = de = (af — be) Qd,/ = fad —bde =0 = af = be < (a,b) ~ (e, f).

€HA0
Bleibt noch zu zeigen, daf3 + und - wohldefiniert sind:
zu+:9%=%und £ =5, dhabt =a'bund cd = ¢'d. Zu zeigen : 2the — adtbe

Es ist (ad + be)b'd = a’bdd’ + bb'c'd = (a'd’ + b'¢’)bd.. Die Wohldefiniertheit des - 148t sich ganz analog zeigen.

(Q(R, H),+) ist abelsche Gruppe mit Null % und (Q(R, H),+,-) ist kommutativer Ring mit 1 = % Die Einbettung
R— Q(R,H), a+ { ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Man identifiert héufig ein Element a in R mit ¢ in Q(R,H) ,
d.h. man betracht R C Q(R, H) . Alle Elemente a € H haben in Q(R,H) ein Inverses, ndmlich 1 € Q(R, H). Ist H = R\ {0},
so haben alle Elemente ¢ in Q(R,H) ein Inverses, némlich 2 € Q(R, H). In diesem Fall ist Q(R, R \ {0}) ein Kérper, wir

nennen ihn den Quotientenkérper Quot(R) von R.

Bemerkung :
Ist R ein Integritétsring und R C K Kérper, so ist die Abbildung ¢ : Quot(R) — K, § — ab™! eine Einbettung, d.h. ein
inejktiver Ringhomomorphismus.

Beispiel :

a) Seien R=7,H =7\ {0} , dann gilt Quot(Z) = Q.

b) Seien R =Z und H = Z \ pZ , so ist Q(R, H) = {{|a € Z,p{b} = Zpy und Z C Z,) € Q.

c) Ist R = K[X] mit K ist Kérper und X eine Unbestimmte. So ist Quot K[X] =: K (X) = Korper der rationalen Funktionen
iiber K = {£|f,g € K[X],g # 0}.

d) Oder R = K[X] mit K Korper und a € K, sosei P := {f € K[X]|f(a) = 0} IK[X]. So bezeichnet man Quot(K[X], K[X]\
P) = {§|f7g € K[X],g(a) # 0} C K(X) die Lokalisierung von K[X] an a.

Zusammenfassung :
Jeder Integritdtsring kann in einen Koérper eingebettet werden.
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2.3 Hauptideale

Voraussetzung :
R sei immer ein Integritétsring.

Definition :

Sei a € R, so heiBt Ra = (a) = {za|]z € R} das von a erzeugte Hauptideal. Wenn a ,b aus R sind, so gilt a | b< 3z € R :
b = xza. Wir nennen zwei Element a, b assoziiert oder kurz a ~ b < a | bAb | a. Und a € R heifit Einheit genau dann,
wenn a | 1 oder anders formuliert a ist in R invertierbar.

Bemerkung :

a|lbebe Ra< RbC Ra

a ist zu b assoziiert < Ra = Rb

a ist ein Einheit & Ra = R < a € R*, wobei R* die Einheitengruppe von R ist.

Definition :
Ein Element ¢ € R\ R* heifit irreduzibel :< Ja,be R:g=a-b=a € R*Vbe R*. Und p € R\ R* heifit Primelement
S p£O0Apla-b=plaVp]|b.

Beispiel :

a) Sei R=17,7* = {1,—1}. Es gilt ¢ € Z ist irreduzibel < ¢ = £p mit p Primzahl < ¢ ist Primelement.

b) Oder sei R = Z[v/-=5] = {a+b-v/=5la,b € Z} C C und R* = {1, —1}. Hier ist 3 irreduzibel, aber kein Primelement denn
esgilt 3|32=9=(2++-5)(2—+/-5), aber 312+ +/-5A3{2—+/-5.

Es wiire wiinschenwert, wenn in R 3 und 2 4+ /=5 ein gemeinsamen Teiler a hitten, so wire R3 C Ra C R. Es gilt aber z.B.

fiir das Ideal I = R3+ R(2+/=5), daB R34 I 4 Rund R(2+ v/-5) 4 I ¢ R.
25. Vorlesung vom 15.12.2000

Satz 1 :

a) p Primelement = p ist irreduzibel

b) p Primelement = (p) = Rp ist ein Primideal P # {0}

¢) p irreduzibel < Rp # R und Rp ¢ Ra < R = Ra = R, d.h.Rp ist maximal in der Menge der nichttrivialen Hauptideale

Beweis :
zu a) p sei ein Primelement, d.h. 0 # p € P\ R*. Da p Primelement ist, gilt p | ab = p | aVp | b. O.b.d.A. gilt nun p | a, d.h.
Jz € R : a = px. Deshalb gilt dann auch p = ab=paxb< p (1 —zb) = 0. Da R ein Integrititsbereich ist, folgt b € R*.o
~—
20

zu b) Sei P < R ein Primideal. Per Definition gilt : ab€ P =a € PVb e P. D.h. P = (p) = Rp.

N—— —— N

<pladb <pla <pldb

zuc) Sei0#p¢ R* < Rp# R. Soist Rp ¢ Ra < p = abmit b ¢ R*
p ist irreduzibel < p = ab,b ¢ R* = a € R* bzw. Ra = R.

Definition :
Ein Integritatsring R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

Beispiel :
a) Z ist ein Hauptidealring
b) K Korper = K Hauptidealring, denn K* = K \ {0} hat keine Primelemente und auch keine irreduzibelen Element.

Satz 2 :

Sei R ein Hauptidealring aber kein Korper, dann gilt :

a) p € R irreduzibel < p Primelement

b) I < R maximal < {0} # I Primideal in R

c) Sei {0} # I QR, soist R\ I Integrititsbereich < R\ I ist Korper, bzw. I < R maximal < R\ [ ist Korper

Beweis :

zu b) =: Anwendung von Satz 1c¢)

zu <: Sei 0 # Rp = I Primideal, demnach p ist Primelement, also auch irreduzibel. Nach Satz 1c¢) und der Voraussetzung
ist Rp maximal

zu a) <=: Anwendung von Satz la)

zu = Sei p irreduzibel nach Satz 1c) ist Rp ein maximales Ideal in R. d.h. aber nach Satz 1b) dafl p Primelement ist.

zu ¢) Umformulierung von b.g
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Definition :
Ein Euklidischer Ring ist ein Integritéitsring R zu dem es eine Abbildung § : R {0} — Ny gibt mit der Eigenschaft zu
a,b € R existieren ¢,r € R mit a = ¢b + r fiir r = 0 oder 6(r) < 6(b).

Beispiel :
a) Die ganzen Zahlen also Z mit der Abbildung delta, wobei d(a) = |a|
b) Falls K ein Kérper ist, so ist K[X] ein Euklidischer Bereich mit 6(f) = 6(> 1, a; X' = gradf =n

Satz 3 :
Ist R Euklidischer Ring, so ist R Hauptidealring.

Beweis :

Sei {0} # I < R, dann suchen wir ein d € R mit I = (d) = Rd. Wéhle 0 # d € I mit §(d) = min{é(a)la € I \ {0}}. Da
d € I ist, gilt Rd C I. Sei umgekehrt 0 # al. Nach Vorraussetzung existieren ¢, € R mit a = ¢ -d + r mit r = 0 oder
d(r) < d6(d). Daa,de I gilt r=a—¢q-de 1. Fiir r =0 folgt sofort a € Rd. Wire r # 0, so wiire 6(d) nicht minimal, was
einen Widerspruch zur Annahme bedeutet. Also a € Rd..

Folgerung :
K Korper = K[X] ist Hauptidealring.

Beispiel :
Z[X] ist kein Hauptidealring.

2.4 Faktorielle Ringe

Definition :

R heifit faktoriell (oder Gauf3scher Ring oder ZPE-Ring), wenn R ein Integritéitsring ist und

i) zu jedem 0 # a € R\ R* gibt es irreduzibele Element ¢, ..., ¢, mit a = ¢; - - - ¢n.

ii) Ist g1 -qn = p1- Pm (@, piirreduzibel), so ist m=n und es existiert o € S, mit ¢; ist assoziert zu p,(;. D.h.
Jde; € R* 1 qi = €ipo(s) -

Beispiel :
a) Z ist faktoriell.
b) Z[v/—5] ist nicht faktoriell, wegen 9 =3 -3 = (24++/=5) - (2 — v/—5), aber 312+ /=5, d.h. ii) ist verletzt

25. Vorlesung vom 18.12.2000

Satz 1 :

Aquivalent sind fiir einen Integrititsring R die folgenden Aussagen :

a) R ist faktoriell

b) jedes irreduzibelle Element in R ist Primelement und jedes 0 # a € R\ R* ist Produkt von endlich vielen Primelementen
¢) Jedes 0 # a € R\ R* ist Produkt von endlich vielen Primelementen

Beweis :
zu a) = b): Es ist zu zeigen: ¢ irreduzibel = q Primelement, denn < gilt stets in jedem Integritétsring.
Sei ¢ | a-b, so existiert x € R mit a - b = ¢ - x. Nach Voraussetzung i) gibt es irreduzible Element ¢i,...,q, € R mit

a=¢q - -qund b= qri1---q, und falls x ¢ R* gibt es ¢} bis ¢, € R (irr.), so dal ¢1---qn, = q - ¢} -- - ¢, ist. Aus ii) folgt
dann 3i : q und ¢; sind assoziiert. Also wenn i < k ist so ¢ | a sonst ¢ | b.D.h. aber q ist Primelement.

b) = ¢) ist trivial

zu ¢) = a) : Da Primelemente irreduzibel sind, gilt i). Bleibt noch ii) zu zeigen. Es sei q1 - - - ¢, = p1 -+ - D, WObei g; irreduzibel
und p; Primelemente sind. Induktion nach m:

m=1:p |q(q2 - qn) = p1|q1 oder p1 | g2 . Also Fi mit p; | ¢; = p1 - € mit ¢ Einheit, weil die ¢; irreduzibel sind.
OB.dAisti=1, somit p1 =¢q1- - gn =pr€ga--qn = p1(l —€q2---¢q,) =0 =1 = €qa - q,.Das bedeutet es existiert ein
¢j,J > 1 mit ¢; € R*. Das geht aber nur fiir n = 1. Demnach ist p; = ¢, also ¢; Primelement und n = m.

m>1:p - -q - ¢, wie oben existiert i mit p; | ¢;. O.B.d.A. p1 | ¢; = pie mit € € R* und p; - - - Py = P1€G2 - - - g Nach
Induktionsannahme ist m — 1 = n — 1 und nach Umsortierung ist p; assoziiert zu ¢; fiir j =2...m.g

Definition :

Ein kommutativer Ring heifit noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von Idealen abbricht, d.h. fiir i € Nund I I R1I; C
Ii+1 = 3] € N mit Vn € N: Ij = Ij+1.
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Satz 2 :
Jeder Hauptidealring R ist noethersch.

Beweis :

Seien I; <R mit Vi € N : I; C I;y,. Wir zeigen zuerst, dal I = |J I; <R, € N ist. Dazu seien a,b,0 € I, so existieren i,j € N
mit a € I;,b € I;. Setze k := max{i,j}, dann a,b € I und damit aucha+b e, CTundz € R=x-a € I CI. Also
I < R. Da R ein Hauptidealring ist existiert ein Element d € R mit I = Rd = (d). Wieder existiert ein ¢ € N mit d € I; < R.
Fassen wir also zusammen : I CRIC [; C Iy, C I fiiralle ke N jalsoVEe N : I, =11 = I.Box

Satz 3 :
Ist R ein Integritétsring und noethersch, so ist jedes 0 # a € R\ R* ein Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen.

Beweis :

Wir zeigen erst, dal 0 # a € R\ R* hat einen irreduziblen Faktor q hat. Sei dazu a = ¢-x, © € R. Ist jetzt a irreduzibel, so
setze ¢ = a und = = 1 und die Behauptung gilt. Sonst ist a = ¢1 - ¢} mit ¢1,¢; € R\ (R*U{0}) = Ra C Rq;. Falls nun ¢;
irreduzibel ist sind wir fertig, sonst spalte g1 in ¢o - ¢4 auf mit 0 # go, ¢4 € R\ R*, somit ist wieder Rq; C Rqgo, und so weiter.
Da aber R noethersch ist, gibt es keine unendliche Kette von Idealen, d.h. 3n € N, sodaf} a den irreduziblen Faktor ¢, hat
und @ = q1 - g2 - - - g, ist. Es bleibt noch zu zeigen, dafl a nicht in unendlich vielen irreduzible Faktoren zerfillt. Wir wissen a
hat die Form a = ¢; - a7 fiir a1 € R und ein irreduzibles Element ¢;. Ist nun 0 # a; € R*, dann sind a und ¢; assoziert und
demnach a irreduzibel. Sonst hat a; wie wir wissen ein irreduziblen Faktor go, folglich gilt Ra C Rq;1 C Rgo.... R ist aber
noethersch, d.h. fiir ein n € Nist a = ¢ig2 - - - ¢n—1(gn - @), was die Behauptung ist.g

Folgerung :
Jeder Hauptidealring R ist faktoriell.

Beweis :

Da R ein Hauptidealring ist, ist R nach Satz 2 ein noetherscher Integritéitsring. Satz 3 besagt nun, dafl jedes Element aus R
ein Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen ist. Da aber nach §3 Satz 2 in einem Hauptidealring jedes irreduzible
Element auch prim, folgt mit Satz 1 R ist faktoriell .o

Bemerkung :
Es gelten die folgenden Relationen fiir Ring :
{R|R Kérper} C {R|R euklischer Ring} C { R|R Hauptidealring} C {R| faktoriell} C { R|R Integritéitsring}

Beispiele :

a) Z und K[X] (K Korper) sind euklidischer Ringe

b) Z[@] ist ein Hauptidealring

¢) Z|X] und K[X,Y] (K Korper) sind faktorielle Ringe

d) Z[v/=5] und Z[/11] sind Integrititsbereiche

Alle diese Beispiele liegen nicht in der spezielleren, iibergeordneten Klasse von Ringen.

26. Vorlesung vom 20.12.2000

2.5 Polynomringe iiber faktoriellen Ringen

Wir nehmen an R sei ein Integritétsbereich und X eine Unbestimmte. Es ist R CQuot R = K und R[X] C K[X] wie z.B.
fir R=7Zund K =Q. Ist nun f = > " ;a; X" fiir a; € K, so existiert ein Element 0 # d € R mit df € R[X].

Frage :
a) Gilt df € R[X] irreduzibel in R[X] < f irreduzibel in K[X] ?
b) Ist R[X] faktoriell ?

Voraussetzung :
R sei faktoriell.

Definition :
[ € R[X] heifit primitiv, wenn f =" ja; X" mit a,, # 0 und ggt(ay,...,a,) = 1.

Lemma :
Ist f € R[X] primitiv und irreduzibel in K[X], so f irreduzibel in R[X].

Beweis :
Ist f =g-h fiir g,h € R[X]. O.B.d.A. ist grad g = 0 bzw. g € R, da f irreduzibel in K[X] ist. Weiterhin ist g € R*, weil {
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primitiv ist.

Erinnerung :
Sind R, S kommutative Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so existiert ¢ : R[X] — S[X] definiert durch
Do @i X' Y plai) X

Beispiel :

Sei PR, z.B. P =pZ und R = Z. So ist ¢ der kanonische Epimorphismus R — R\ P, der jedem Element a seine Restklasse
@=a+ R DaRCR[X]und R\ P C R\ P[X] gilt, ist ¢ : R[X] — R\ P[X] die natiirliche Fortsetzung von ¢ mittels
Yo ai Xt 3@ X

Lemma von Gaufl :

R sei faktoriell und P < R ein Ideal in R, so ist

a) P ist Primideal in R < P[X] = {}_"_,a;X|a; € P,n € Ny} ist ein Primideal in R[X]
b) f,g € R[X] primitiv = f - g ist primitiv

Beweis :

zu a): P ist Primideal < R/P ist Integritétsbereich <(R/P)[X] = @(R[X]) ist Integritétsbereich Hcm:?satz R[X]/P[X] Inte-
grititsring < P[X] ist Primideal in R[X].

zu b) Angenommen f, g seinen nicht primitiv, so existiert d € RR*, wobei d alle Koeffizienten von f - g teilt. Dann exisitert
ein Primteiler p von d, da R faktoriell ist, sop | f-g = f-g € P[X] = (p)[X]. Nach a) ist P[X] somit auch ein Primideal, da P
ein Primideal ist. D.h. f € P[X] oder g € P[X] bzw. f oder g ist nicht primitiv. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,
das f, g primtiv waren, also ist f - g primitiv.

Lemma :

R sei faktoriell, f € Rlz] ~

a) g,h € K[X] mit f = gh, dann existieren ¢,¢’ € K mit § = ¢g und h = ¢’h € R[X] wobei g, h primitiv sind und f = rgh
fiir r = ec’.

b) Wenn f € R[X] mit grad f > 0 irreduzibel in R[X] ist = f irreduzibel in K[X]

Beweis :

zu a) Falls g = 321, §- X" und h=%", Z—,;XZ mit a;,b;, a}, b, € R sind, so ist bj = dg € R[X] und ¥'h = d'h € R[X], wobei
d,d € R,b=1Ib; , b =1V} und g bzw. { primitiv sind. Somit folgt b'gh = f = dd’gh mit g - h primitiv nach Lemma von
Gaus. D.h. aber b’ | dd’ = rbb’ mit r € R = f = L gh = rgh.

zu b) Angenommen f sei in K[X] reduzibel. So ist f € R[X], grad f > 0 und f = gh mit grad f und grad g > 0. Nach a)
ist aber f existieren g,h € R[X], sodal f = gh = rgh mit grad g = grad § > 0 und grad h = grad h > 0. Demnach sind
g,h ¢ R[X]*, womit wir einen Widerspruch zur Irreduzibilitéit von f in R[X] haben.q

Satz von Gauf :
R faktoriell = R[X] faktoriell

Beweis :

Wir zeigen: a) Jedes irreduzible Element in R[X] ist Primelement und b) Jedes 0 # f € R[X]\ R[X]* ist Produkt von
irreduziblen Elementen in R[X].

zu a) Sei f € R[X] irreduzibel und f | g - h mit g, h € R[X].

1.Fall: grad f = 0 : Dann ist f € R und irreduzibel in R, also Primelement in R. Also f = g-h € (Rp)[X] und mit dem
Lemma von Gaufl erhalten wir f | g oder f | h.

2.Fall: grad f > 0. Da f irreduzibel in R[X] ist, ist es auch in K[X] irreduzibel. Also f | g im Hauptidealring K[X] oder f | h,
was auch fiir R[X] zutrifft.

zu b) Sei 0 # f € R[X]\ R[X]*.

1. Fall: grad f =0,s0f € R\ R* und f = p1---pm, da R faktoriell. Die p; sind aber auch in R[X] irreduzibel, d.h. die
Behauptung stimmt.

2. Fall: grad f > 0, so ist f = §;- - Gm und g; € K[X] sind irreduzibel. So ist auch f = rg;---g, mit r € R und
gi € R[X], wobei grad g; = grad g; > 0. Zerlege noch r € R in ein Produkt von irreduziblen Element (r = py - - py, so ist
f=p1-png1- - gm das gesuchte Produkt von irreduziblen Elementen .o

27. Vorlesung vom 22.12.2000

Definition :

Der Ring K[X1,...,X,] = K[X1,..., Xn1][Xn] = {Xcpar @iy - 0i, X% - X'n|a;, € K} ist nach dem Satz von Gauf
faktoriell. Dann heifit M C K™ algebraisch < f; € K[X;,...,X,] mit ¢ € [ existieren mit der Eigenschaft, daf}
M= {(.’El,. .. ,l‘n) S K"|fi(l‘1, . ,.’L‘n> = O} = V(fl|l S I) .
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Beispiel :
(affine) Teilrdume bzw. Quadriken usw.

Bemerkung Sei Iy = {f € K[X,,..., Xp]|V(z1,...,2n) € M : f(X,,...,X,) =0} ist ein Ideal in K[X;,...,X,]. Aufler-
dem ist jedes Ideal in K[Xjy,...,X,] endlich erzeigt. Der Basis Satz von Hilbert lautet : R noethersch = R[X] noethersch.
An dieser Stelle beginnt die algebraisch Geometrie. Die z.B. sagt, da3 V/(f - ¢g) = V(f) NV (g) ist, dann f - g(x1,...,2,) =
0 f(x1,...,m,) =0 oder g(x1,...,2,) = 0. Z.b. ist (X2 — 1) nicht irreduzibel , da(X? — 1) = (X +1)(X — 1).

2.6 Faktorisierung von Polynomen

Voraussetzung :
R sei stets ein faktorieller Ring und K der Quotientenkoérper Quot R von R.

Frage :

Gegeben sei ein Polynom f € K[X]. Ist f € K[X] irreduzibel, wenn falls nicht wie sieht die Faktorisierung aus ?

Wir wissen, dafl es a € K mit f = af € R[X] ist primitiv fiir den Fall grad f > 0 und es gilt: f irreduzibel in K[X] < f
irreduzibel in R[X].

Beispiel :

a) f= %X3+%X+5€Q[X]

b) g =X+ 7 X +3eQ(V)[X]

f=3X3 + X + 5 ist irreduzibel, da der einzige moglich Ansatz fiir eine Zerlegeung f = (aX? + bX + ¢)(eX + f) nach kurzer
Rechnung keine Losung fiir a, b, c, e, f € Z hat. Somit ist f ebenfalls irreduzibel.

Satz 1 :

Sei f = Y1 ,a; X" primitiv aus R[X] und P < R ein Primideal (mit a,, ¢ P) und f definiert durch Y.  a; X' € R/P[X],
wobei @; = a; + P sind.

a) So folgt aus der Irreduzibiltit von f in R/P[X] diesselbige fiir f in R[X] (Beachte die Umkehrung ist im Allg. falsch!).
b) Und f € R[X] irreduzibel & f(aX + b) € R[X] irreduzibel, falls a € R* und b € R

Beweis :

zu a): Die Abbildung ¢ : R[X] — R/P[X], f — f ist ein Homomorphismus, also folgt aus f =¢g-h = f =g-h € R/P[X].
Da wir annehmen f ist irreduzibel in R/P[X], ist grad g oder grad h gleich 0. Wir betrachten den Leikoeffizient a, (¢ P
nach Voraussetzung): a,, = gy, - hy, wobei g, der Leikoeffizient von g und h,, der von h ist. Da a, ¢ P = g, ¢ PV h,, ¢ P.
Nun ist aber P gerade der Kern des Homomorphismus ¢, d.h. nur Polynomen deren Leitkoeffizient aus P ist, werden auf
Polynome geringeren Grades abgebildet, was aber hier nicht auftritt, da g, h, ¢ P.g

zu b) Auch ¢ : R[X| — R[X], > a; X" — > ;a;(aX + b) ist ein Homomorphismus sogar ein Isomorphismus, denn es
existiert die Inverse v ~! : R[X] — R[X], f — f(a™'X —a'b). Also f irreduzibel = 9 (f) = f(aX + b) irreduzibel.

Beispiel :

a) Seien R =7, K = Q und f = 3X? + X + 35. Wir wihlen sinnvollerweise P = 27, danit ist die Voraussetzung a,, = 3 ¢ P
erfiillt. Dann ist p(f) = ¢(3X3 + X +35) = X3 + X + 1 € F3[X] mit Fy = Z/2Z. Wir nehmen an f sei reduzibel, dann ist
nach Satz 1 f = ¢(f) = X3 + X + 1 auch reduzibel, d.h. es gibt g, h € Fo mit f = g - h. Auf Grund der Form von f kénnen
gund A nur die Form f = X34+ X +1=(X24+bX +1)(X +1) = X3+ (b+1)X2+ (b+1) + X + 1 haben. Aber egal ob
b=0oder b =1 & Fy ist, erhalten wir einen Widerspruch. Folglich ist f in R/P[X] und damit auch f in R[X] irreduzibel.
b) Sei g = (Y + 1)X? + X +3(Y + 1) € Z[Y][X]. Wihle P = YZ[X], so ist § = X® + X + 3 € Z[Y][X]/P = Z[X]. Wit
rechnen nur wie oben modulo 2 und erhalten aus g X® + X + 1. Also ist auch g irreduzibel in Z[Y][X].

Eisensteinsche Irreduzibilitidtskriterium :
Es sei ) ,a; X" € R[X] primitiv (ggt a; = 1) und p € R ein Primelement mit p{ a, , p | a; fiir i < n und p? { ap. Dann ist
f irreduzibel.

Beweis :

Wir wihlen P = Rp und wenden auf f den Homomorphismus ¢ : R[X] — R/P[X], f +— f an. So ist o(f) = f =
S oa; Xt =@, X" Wir nehmen an, f sei nicht irreduzibel, d.h. es existieren g = Zf:o b; X und h = Zi:o ¢; X" fir m
=k+L Dap|agp = bo-cound p* { ag = by - co, gilt 0.B.d.A. p | co und p 1 by. Setze nun m = max{jlp | ¢;} < I, denn
p1ta, =bg-c. Dann gilt p | ami1 = boCmi1 +b1¢m + ... 4+ bmyi1co, d.h. aber p | bocm 1. Wegen der Wahl des m gilt, aber

pl
P 1 ¢m+1 und p 1 by nach obiger Uberlegung. Was ein Widerspruch ist, d.h. f ist irreduzibel .

Beispiel :
Sei f=7X'000425X7 +15X +5 € Q[X]. Mit dem Eisensteinschen Kriterium fiir p=5, erhalten wir sofort, daf f irreduzibel
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ist, dap=517,5]2515und p? = 2515.
28. Vorlesung vom 8.1.2001

Beispiel :

a) Sei f = X" —pa € Z[X] mit n € N und p Primzahl mit p { a, dann ist f irreduzibel in Z[X] und somit auch in Q[X] =
Quot Z. Also gibt es in Z[X] oder auch in Q[X] irreduzible Polynome vom Grad > 1

b) Sei g = X2 +Y? -1 € C[X][Y]. Soist g = Y2 + (X — 1)(X + 1) aufgefaBt als Polynom in Y. Wird kénnen nun das
Eisensteinsche Kriterium fiir die Primzahl p = X — 1 € C[X] anwenden und damit ist g irreduzibel

¢) Sei h=X?+Y?+1€C[X][Y]. Esfolgt h =Y?+ (X +4)(X — i) € C[X][Y] ist wieder irreduzibel in C[X][Y] und damit
auch in R[X,Y]

Satz 3 :
Ist p eine Primzahl, so ist ®, = XP~! + XP=2 + ... + X + 1 in Q[X] irreduzibel.

Bemerkung :

P . 27
®,, heifit Kreisteilungspolynom und ®, = % = Hf;ll (X — §;) mit § =er .
Beweis :

Die Abbildung ¥ : Z[X]| — Z[X], f — f(X + 1) ist ein Ringisomorphismus. Dann ist f € Z[X] irreduzibel < f(X + 1)
irreduzibel in Z[X] ist. Wegen X? —1 = (X —1)- ¢, = U(XP — 1) = U(X — 1) U(,) & (X +1)P —1 = 3P (") Xi =
X®, = &, = S"/(*)X? . Nun teilt p (?) firi =1,...,p— 1 und p* { ap = (1) = p, was nach Eisenstein bedeutet, daf
®,, irreduzibel ist .o
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Kapitel 3

Korper

3.1 Primkorper und Korpererweiterungen

a+...+a,z€N
—_———
z
R Sei ein Integritéitsring, z.B. ein Korper. Wir definieren fir z € Zunda € R: z-a:= 0,2=0
—(a+...4a),—2z€N
—_———

Dann ist ¢ : Z — R, n+— n -1 ein Ringhomomorphismus mit Kern ¥ <7, da aber Ideale im Haup{idealring Z die Form pZ
haben ist (Bild ¥ < R) Bild ¥ & Z/pZ fiir eine Zahl p € Z. Auflerdem ist Bild ¥ ein Integritéitsbereich, da Bild ¥ C R, also
ist pZ ein Primideal, d.h. p ist eine Primzahl oder p = 0.

Definition :
Das so bestimmte p € Z> heifit Charakteristik von R oder kurz Char R. Es gilt Char R=0<n-1=14+...+1=0=
= —_———

n =0 < U ist injektiv, bzw. Char R=p >0 p-1=1+... 41 =0 und p = min{n € Njn - 1 = 0}. Die Charakteristik
—_———

p
eines Ringes ist also stets 0 oder eine Primzahl.

Definition :

Sei (L,+,-) Korper, dann heifit K C L Unterkdrper, wenn (K, +|xxk, |kxx) ein Korper ist. L heifit in diesem Fall
Oberkérper von K oder Erweiterungsksrper. Man kann L als K-Vektorraum betrachten, dann heifit [L : K] := dimg L
Korpergrad bzw. auch Grad der Korpererweiterung.

Beispiel :
a) QCRmit [R: Q] =00
b) R C C mit [C: R] =2

Bemerkung :
Seien K7, Ko Unterkorper von L = K; N K5 ist auch Unterkérper von L. Denn 1 = “Eins von L” € K3, K5, demnach auch
in K1 N KQ 75 @

29. Vorlesung vom 10.1.2001

Satz 1 :
Ist K Korper, so ist der Primkorper von K P(K) := (J{U|U Unterkérper von K } auch ein Kérper. Ist weiter Char K = 0,
soist P(K) = Q, und Char K =p< oo P(K)=F, =Z/pZ.

Beweis :

Wir betrachten wieder den Ringhomorphismus (siehe zuvor) ¥ :Z — K,n+—n-1gx. Wegen 1 € P(K) = m -1 € P(K) gilt
¥(Z) C P(K). Ist nun Char K = p Primzahl, so ist ¥(Z) = F,, Korper, demnach ist also F, = P(K). Wenn Char K = 0,
dann W(Z) = Z. Der kleinste Kérper der Z umfafit und in K liegt ist somit Q = Quot Z = {|m € Z,n € N} = P(K).g

Bemerkung :

D.h. umgekehrt, da in jedem Korper (bis auf Isomorphie) der Korper Q (fiir Char K=0) bzw. der Korper F,, (fir Char K
= p) enthalten ist, brauchen nur noch Korpererweiterungen von Q bzw. F,, zu betrachten, damit betrachten wir gleich alle
moglichen Korper. Aulerdem enthilt jeder Korper K einen eindeutig bestimmten kleinsten Korper, ndmlich den Primkérper
P(K) und es ist Char K = Char P(K). Ist K endlich = char K =p >0
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Beispiel :

Die Umkehrung gilt leider nicht, da F,(X) = Quot (F,[X]) ist ein unendlicher Kérper mit Char K = p. Ist aber K endlich,
dann [K : F)] = dimp, K = n < oo und K = F} als F)-Vektorraum, d.h. [K| = p". Also gibt es keinen Kérper K mit
|K| € {6,10,12}, weil 6, 10 und 12 keine Primzahlpotenzen sind.

Gradsatz :
Seien K C L C M Kérpererweiterungen. So ist [M : K| =[M : L] - [L : K].

Beweis :
Sei By = (Ta)aca eine K-Basis von L, wobei man L als K-Vektorraum auffaft und B; = (yg)sep eine L-Basis von M.
Dann ist |A| = [L : K] und |B| = [M : L]. Wir behaupten, dafi Bs := (za¥s)(a,8)cax B €ine K-Basis von M ist, dann ist
[M:K]=|AxB|=|A|-|B|=[M:L]-[L: K]
zu Bj ist ein Erzeugendensystem: Sei z € M beliebig, so existieren nach Voraussetzung ein zg € L mit z3 = > BeB, 28 " Y3
mit zg # 0 nur fiir endlich viele. Zu jedem 3 existieren aber auch aog € K mit 23 = ZaeA aa3Tq. Einsetzt ergibt sich
= EﬂeB EaeA Gap TalYs -0
—~
€K €Bs
zu By ist K-linear unabhéngig: Wir nehmen an, 0 = Y 4 Z,@EB aapTays und aqng # 0 fiir nur endlich viele. Dann
0="> sp Z aapTa Ys, da aber By = (ys)pep L-linear unabhingig ist, folgt ) . 4 @¢apro = 0. Und da B; K-linear un-
acA
————

€L
abhéngig ist, folgt Yo € AVS € B :aqap = 0.0

Folgerung :
Ist [M : K] = p ein Primzahl, so existieren keine Zwischenkérper L mit K C L C M, auler L = K oder L = M.

Beispiel :

a) Sei |[K| =8 =23, dann ist |K : F5| = 3. Die einzigen Unterkérper von K sind, also P(K) = Fy und K.

Man kann nach Lagrange sagen, dafl U Unterkérper K = (U, +) < (K, +) = |U| | |K|=23. Und (U\{0},-) < (K\{0},") =
Ul-1 ] |K|-1

b) Sei K Kérper mit |K| = 3%, so [K : F3] = 4. Nach Lagrange gilt fiir einen weiter Unterkorper U von K: |U| € {3,9, 27,81}
und |U| — 1| 80, insgesamt bleibt nur |U| € {3,9,81}, da 26 t 80.

3.2 Algebraische und transzendente Elemente

Definition :
Sei L O K ein Korpererweiterung. o € L heifit algebraisch iiber K, wenn es 30 # f € K[X] mit f(«) = 0 und sonst
transzendent iiber K.

Beispiele :

a) v/2 € R ist algebraisch iiber Q, denn 3f = X3 — 2 € Q[X] mit f(a) = 0.

b) Sei K ein beliebiger Korper, betrachte L = K (X) = Quot(K[X]) 2 K, so ist X transzendent iiber K.
c)e=>" ZL, € R ist transzendent iiber Q (gezeigt von Hermit 1873) sowie 7 (nach Lindemann 1882).

Lemma 1 :

Ist L O K Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K, dann gibt es genau ein Polynom f, € K[X] mit
a) g € K[X]Ag(a)=0=falg

b) f. ist normiert, d.h. fo, = X" +a, 1 X" ' +...+ a1 X +ag (a, =1)

Und f, € K[X] ist einziges irreduzibles normiertes Polynom in K[X] mit Nullstelle a.

Definition :
Wir nennen das Polynom f,, welches in Lemma 1 charakterisiert wurde, das Minimalpolynom von « iiber K.

Beweis :

Es gilt I = {g € K[X]|g(a) = 0o} < K[X], denn sei g € I und k € K[X] = k- g hat die Nullstelle a also liegt in I,
wegen (k- g)(a) = k(a) - g(a). I # 0, weil « algebraisch iiber K ist. 3f € K[X]: I = (f) = K[X]- f und (f) = (cf) fur
c e K* = K\{0}. Aberin {f € K[X]|(f) = I} existiert genau ein normiertes Polynom. Sei nun ¥, : K[X] — L, g — g(a) der
Einsetzungshomomorphismus, so ist der Kern ¥ gerade I = (f,). Nach dem Homomorphiesatz ist L >Bild ¥ & K[X]/(fa).
Da L ein Kérper, also insbesondere ein Integritéitsring ist, ist Bild ¥ auch einer und damit ist (f,) ein Primideal. D.h. f,
ist irreduzibel iiber K[X].g

30. Vorlesung vom 12.1.2001
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Vergleichen Sie die beiden folgenden Ringhomomorphismen:

a) U sei der bekannte Ringhomomorphismus ¥ :Z — K, n+—n- 1k, so Ip € Z: (p) = Kern ¥ <4 7Z Hauptidealring.

1. Fall p = 0: so ist ¥ injektiv, d.h. Z = ¥(Z) und Char K = 0.

2. Fallp>0: K > 9(Z) 2 Z/(p), falls p eine Primzahl ist und ¥(Z) ist Integritéitsring

b) Sei ¥,, der Einsetzungshomomorphismus ¥, : K[X] — K, > b; X" — > b;a’. So 3f € K[X] mit (f) = Kern ¥, < K[X]
Hauptidealring.

1. Fall f = 0: so ist ¥, injektiv und « ist transzendent {iber K.

2. Fall f # 0 : so 3 normiertes f, € K[X]|(f) = (fo) und L > ¥, (K[X]) & K[X]/(fs), wobei ¥, (K[X]) ein Integritéitsring
ist und da f, irreduzibel (hier gleich Primelement) ist, folgt ¥, (K[X]) ist ein Korper.

Die folgenden 6 Aussagen sind fiir einen Hauptidealring R und a € R mit {0} # (a) < R #quivalent:

R/(a) ist Integritétsring <

(a) ist Primideal <

a ist Primelement <

a ist irreduzibel <

(a) ist maximales Ideal <

R/(a) ist ein Koérper

Bezeichnung :
Kla] = {3 bia’ln € Ng,b; € K} = U, (K[X]) ist der kleinste Teilring in L, der K und « enthiilt.

Satz 1 :

Sei L O K ein Korpererweiterung und « € L.

a) Ist « transzendent iiber K, so ist K[a] =2 K[X].

b) Falls « algebraisch iiber K ist mit Minimalpolynom f, € K[X], so ist K[a] =2 K[X]/(f.) ein Kérper mit [K[a] : K] =
Grad fo, =nund B = {1,q,...,a" 1} ist eine K-Basis von K|[a].

Beweis :
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