Analysis fiir Informatiker - Wiederholungsklausur WS 18/19

Insgesamt sind 94 Punkte erreichbar, die Bestehensgrenze liegt bei 31 Punkten.

Aufgabe 1 - Vollstandige Induktion (3,5+3,5 Punkte)

1
a) Zeige: Vn € Ngilt:\/ n + 1 <\/7+—
vn+1

b) Zeige mittels vollstindiger Induktion: V n € N\ {1} gilt: Z L >\ n

i=1 i
Hinweise: 1) Die Teilaufgabe a) muss nicht mittels vollstandiger Induktion gelost werden, dies ist auch
nicht empfehlenswert.
2) Zur Bearbeitung der Teilaufgabe b) darf die Teilaufgabe a) genutzt werden, auch wenn diese nicht
bearbeitet wurde.

Aufgabe 2 - Folgenkonvergenz (4+4 Punkte)

Uberpriife die folgenden beiden Folgen auf Konvergenz und bestimme gegebenenfalls ihren Grenzwert.
3"+ 4"

a) (an)ne[Ndeﬁniert durcha, := T

2
b) (bn) definiert durch b, := arctan[ i +x2 J
—X

neN

Aufgabe 3 - Reihenkonvergenz (6+4 Punkte)

a) Zeige: Die folgende Reihe konvergiert fiir |x| > %und konvergiert absolut fiir [ < %
Z (n+1)2"X"

i=0

b) Bestimme alle x > 0, sodass die folgende Reihe absolut konvergiert:

> L

i:0n+1

Aufgabe 4 - Stetigkeit und Differenzierbarkeit (4+5 Punkte)

a) Seien a, b € R. Bestimme alle a, b, sodass die folgende Funktion f stetig ist.

b) Bestimme alle a, b, sodass f differenzierbar ist.
& x<0
fR-R, f(x) :=
x+b x>0

Aufgabe 5 - Lokale Extrema (2+4+7 Punkte)

a) Zeige: Die folgende Funktion f ist wohldefiniert und differenzierbar.

b) Bestimme alle Nullstellen von .

¢) Bei welchenx € (0,27) liegen lokale Extrema von f vor? Klassifiziere diese Extrema.

Hinweis: Es ist empfehlenswert, die Teilaufgabe c) ohne Nutzung der zweiten Ableitung von f zu bearbeiten.

7:(0,21) >R, f(x) :==In(2 +sin(x) ) - sin(x)

Aufgabe 6 - Mittelwertsatz (5 Punkte)
Esseia <bundf:[a,b] — R stetig und differenzierbar mit beschriinkter Ableitung. Zeige: Es existiert ein LER,



sodass:
lf(x) -fWI <L|x=NVxy€E [ab]

Aufgabe 7 - Integrale ((3+3)+8 Punkte)

a) Untersuche die folgenden beiden uneigentlichen Integrale auf Existenz:

dx dx
i dx (il dx
® J (42 & W 5
1 2
1 1+x
b) Begriinde, dass die folgende Funktion f eine Stammfunktion besitzt und berechne diese.

f:R-R, f(x) := ©e?

Aufgabe 8 - Implizite Funktionen (6 Punkte)

Betrachte die Funktionf: (0,0)* >R, f( (x,»)") = In(x) +x + In(y) +y - 2. Definiere x, :== lundy, = 1.
Zeige: Es existieren eine Umgebung U von x,, sowie eine Umgebung V von y,, sowie eine stetig differenzierbare
Funktion g : U— V, sodass

V(xy)" € UxV:(g((x))")=0=y=gx)).
Berechne weiterhin g'(1).

Aufgabe 9 - Differentialgleichungen (4+3 Punkte)
Lose die folgenden beiden Differentialgleichungen:
a)y'=¢",y(1) =0

b)y'=y+e.y(0) =1

Aufgabe 10 - Stetige Funktion (3+4 Punkte)
Es seif: R— Reine stetige Funktion mit der Eigenschaftf (x) =f(2x) Vx € R.
a) Zeige: Es gilt f (x) =f( ? ] VnelN.

b) Folgere: f ist konstant.

Aufgabe 11 - Grenzwerte (6+2 Punkte)
2 n

a) Zeige: VXER: nlilpm(l + x—zj =1,(n € N).
n

n
b) Es darf nun ohne Beweis verwendet werden, dass der Grenzwert lim, [ 1+ ) ,(n € N) V x € Rexistiert.
n

Folglich ist die Funktion /: R—R, f(x) = A, [ 14+ = ) wohldefiniert. Zeige mithilfe von Teilaufgabe a):
n

f(x)f(-x)=1VxER
Hinweis: Fiir Teilaufgabe a) konnen das Sandwich-Lemma und die Bernoulli-Ungleichung hilfreich sein.



Mogliche Losungen

Die Lésungen sind natiirlich nicht als Musterlosungen zu verstehen...

Aufgabe 1
a) Es gilt
VieNVatl <Jrn+— — onti<yndntl +lon<yndntl oyn <Jntl.

n+1

wobei in der letzten Aquivalenz genutzt wurde, dass \/7 >0V n € N. Wegen der Monotonie der
Wurzelfunktion ist die letzte

Aussage dabei wahr V n € Nund die zu zeigende Behauptung folgt.

Alternative Losung: Quadriere beide Terme und forme geeignet um.

b) (IA) Sei n=2. Dann gilt —— + —— =T + — > /2 gemiB Aufgabenteil ).
Ji J2 J2
(IV) Es gelte dle zZu Zelgende Aussage fiir ein beheblges aber festesn € .

(IS) Es gilt z z ! +n > n+1,wobei in der ersten Abschitzung die

\/7 vn+1 i= 1\/— vn+1
IV und

in der zweiten Abschidtzung das Resultat aus Aufgabenteil a) genutzt wurde. Mit dem Prinzip der vollstdndigen
Induktion folgt
die zu zeigende Aussage.

Aufgabe 2

a) Zunichst gilt Vn € N:a, = .Wegen

i‘ < list dabei ( ( 3 ) ) eine Nullfolge (Resultat
4 4 n €N
aus der VL).
n n
Eine Anwendung der Grenzwertsétze liefert daher nhlpm( ( % J + 1) =1lund lim, ( ( % ] — 2] =-2+0.

Folglich kénnen die Grenzwertsitze erneut angewendet werden und es gilt lim _a, = - % Insbesondere ist die

Folge konvergent.

) ( L ) +1
b) Zunéchst gilt V»n € N : L+ n2 =10 , mithilfe der Grenzwertsétze ergibt sich also
n
2

liny 1+ n2 1

l—n

. S o 1. 16 -~ 14 _ T
Mit der Stetigkeit des arctan ergibt sich schlieBlich: lim b, =arctan| lim, 5| = arctan(-1) = - e
l—n

Insbesondere ist die Folge konvergent.

Aufgabe 3

a) Zunichst ist die Reihe fiir x=0 offensichtlich absolut konvergent. Sei nun 0 < | < %, so gilt



(n+1)2"X"+0Vne N,

folglich ist das Quotientenkriterium anwendbar. Dabei ergibt sich mithilfe der Grenzwertsitze:
)
1+ =
~ "7 —py<l.
)
n

Somit folgt absolute Konvergenz fiir 0 < | < %,sei nun also | > %.Dann gilt allerdings:

i (n+2)2n+1‘xn+l
" (n+1)2"x

(n+2)
(n+1)

(n+2)
1

= lim —|2x|=|2x]- lim =|2x|-1i
Jim, 2 D= i, 24 Jim,

n
n

|(n+1)2"¥=(n+1)](2x)"| >n+1>1Vn € N, Somit ist ((n+1)2"X")n € N, keine Nullfolge,
dies ist jedoch ein notwendiges Kriterium fiir Reihenkonvergenz. Somit folgt die Divergenz der Reihe.

Alternative Losung: Mithilfe des Quotientenkriteriums kann auch direkt die Divergenz der Reihe fiir | > %

geforgert werden, der Fall x = % muss dann aber noch immer getrennt betrachtet werden.

b) Wegenx > 1 gilt 2" #E=0Vn e [No,folglich ist das Quotientenkriterium anwendbar. Dabei ergibt sich

n+1
mithilfe der Grenzwertsitze:

1
1+ L
n+1 n+1 ( j
lim |t D22 kD) oo, D oy i A ) far
"o (n+2)2"X" " (n+2) " (n+2) " 1+£
n
O<x<%.

In diesem Fall liefert das Quotientenkriterium also absolute Konvergenz. Sei nunx > %.Dann gilt:

1 n 1 1 1 1 S 1 = 1 . . N .
QA = 2 > >0VneN.Da = > —gemidl VL divergent ist (harmonische
n+1 n+1 n+1 0 i;)i-i-l leig s (
Reihe),

folgt nach Minorantenkriterium auch die Divergenz der zu untersuchenden Reihe.

Alternative Losung: Mithilfe des Quotientenkriteriums kann auch direkt die Divergenz der Reihe fiir | > %

1 .
geforgert werden, der Fall x = 3 muss dann aber noch immer getrennt betrachtet werden.

Aufgabe 4
a) Sei zundchst x # 0. Als Komposition stetiger Funktionen (Exponentialfunktion fiir x < 0, Polynom fiirx > 0)

ist f dann stetig.
Zu untersuchen ist daher nur die Stetigkeit in x = 0, dabei gilt (f stetig in 0) < (E% f(x)= %clfn nf (x) ) . Dabei gilt
zunichst wegen der Stetigkeit
lim ax

der Exponentialfunktion: 1i%n of (x)= li% =10 = =1.Mit der Stetigkeit von Polynomen folgt weiterhin

X X
lclfnof(x) :lclfr(l)x-i-b: “
(lilm0 x) + b=b.Wegen der obigen Aquivalenz ist also f stetig genau dann, wenn b = 1,a € Rbeliebig.

X

b) Da Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert, ist f nach Teilaufgabe a) nicht differenzierbar fiir b # 1. Sei also
nun b= 1.

Sei nun x # 0. Dann ist f differenzierbar als Komposition differenzierbarer Funktionen. (Exponentialfunktion fiir
x <0, Polynom fiirx > 0)



existiert

Zu betrachten bleibt also der Fall x = 0. Dabei gilt (f differenzierbar in 0) < xhino ( L) =7 (0) )

o (g [ =110) 100 —rf0) )
x10 x x|0 x
Dabei gilt &i% L) =f(0) _ ai% (1) -1 _ 1. Weiterhin gilt wegen der Differenzierbarkeit der
X X
Exponentialfunktion:
lim Lx) =/(0) _ lim &=L - ( ie‘”j (0) = a-¢"* =a. Mit der obigen Aquivalenz ist f also genau dann
x10 x x10 x dx

differenzierbar wenna =5 = 1.

Aufgabe 5

a) Wegensin(x) € [ -1,1]V x € Rgilt (sin(x) +2) >0V x € R,somit ist In(sin(x) + 2) und damit auch f auf
ganz R, also auch auf (0,27)

wohldefiniert. Als Komposition und Summe differenzierbarer Funktionen (Sinus, In, Polynom) ist dabei auch f
differenzierbar.

b) Unter Anwendung der Kettenregel ergibt sich: f'(x) = 'cos(x) — cos(x).Folglich gilt: /
sin(x) +2
() =0 —0sx) _ oo
sin(x) +2

o ((sin(x) +2) =1) V (cos(x) =0) = (xe Enn v (xe {%n %n}) ore Hn%n}

c) Als mogliche lokale Extremstellen von f kommen nur die in b) bestimmten Nullstellen von f' in Betracht.

Untersuche das Monotonieverhalten von f. Seix € (0,21) \ { %n, %n } Es gilt:

f(x) >0« M > cos(x).(*) Dax & {ln, £ folgt sin(x +2) > 1und somit
sin(x +2) 2 2
(*) e cos(x) <0 x€E (ln, lnj .Wegen M =cos(x) & x € {in, i7t}folgt also schlieBlich
2 2 sin(x +2) 2 2

mit der Stetigkeit von f:

f streng monoton wachsend im Intervall ( %n, %n) und f streng monoton fallend in den Intervallen

(O, lnj und (in,ZRJ.
2 2

Sei nun also x; = T 5= %,so gilt fiir alle x€Uy(x; ) N (x,%) :/"(x) > Ound fiir alle x&

(\)

Us(x) N (-o0,x) :f'(x) <0. Analog fiirx, = %TE,8= %: Fiir alle x€Uy(x,) N (x5,% ) :f'(x) <Ound fiir alle
XE€Uy(x,) N (= ,x,) :f'"(x) > 0.Somit besitzt f ein lokales Minimum in x; und ein lokales Maximum inx,.

Alternative Losung: fist stetig. Daher kann man geeignete Punktexs, x,, x5 € (0,2 m) mit

Xy < g <x, < % < x; betrachten sodass f (x5 >f(§jf(%) £(%) >f(§)f(%)

>f (%s) und daraus die zu zeigende Aussage folgern.

Aufgabe 6

Nach Vorraussetzung ist f stetig auf [ a, b] und differnzierbar auf (a, b). Somit ist der Mittelwertsatz der

Differentialrechnung anwendbar und zu x, y € [a, b],x < yexistiert ein { € (x, y),sodass



709 _fW) =f(x)
y—x

g

Folglich gilt auch

f'(C)‘=‘f(y) —f(x)
y—x

() —f(y)‘= 7(E) | =

Da nach Vorraussetzung f' beschrinkt ist, existiert ein L € R, sodass |f'(x)| <LV x € (a, b). Damit ist
insbesondere auch |f"({)| <L und es folgt |f (x) —f (y)| =LIx — 1 V x,y E€[a, b].

Aufgabe 7
a) Die Fuktionenf, g, i : (1,0) — R,f(x) := xzi,g(x) = Jh(x) = I Gind alle stetig. Betrachte

S
x2 41
b

foe]

zunéchst das uneigentliche IntegralJ iz dx. Es gilt blim J iz dx= blim
— o0 X — © x

1 * 1

Somit existiert dieses uneigentliche Integral. Weiterhin gilt

=bliinw(l—Lj=l<oo.
1 b

oo

Vx>1:0Z 5 ! < ! < %.Somit existieren die IntegraleJ I dxund 5; dx jeweils
1

7 T2 +1 X #+1 7
x° +1 1 x* +1
nach Vergleichskriterium.
Alternative Losung: Aus der Vorlesung ist bekannt, dass arctan eine Stammfunktion vom Integranden in (i) ist.

Wegenblianarctan(b) = % kann damit das erste Integral auch berechnet werden.

b) Die Funktion f ist stetig als Komposition und Produkt stetiger Funktionen (Polynom, Exponentialfunktion) und
besitzt somit eine Stammfunktion.
Definiere die Funktionen g : R—>R,g(x) = X stetig differenzierbar mit g'(x) =2xund g(R) < R, sowie

h:R — RA(x) = xé stetig. Mit der Substitutionsregel gilt fiir u == x* :J’x3 ¢ du= % J (2x)Pe” dr = %Jue” du

.Definiere nuni,j: R = R,i(x) = x,j(x) = ¢ jeweils stetig differenzierbar miti'(x) = 1,j'(x) = ¢". Mittels
partieller Integration folgt nun: %Jue” du= % (ue” —Je"du) = % ((u—1)¢") = % ((2 - l)exz), wobei im
letzten Schritt die Riicksubstitution durchgefiihrt wurde. Als eine Stammfunktion ergibt sich also

F:R— RF(x) == %((x2 —1)é?).
Alternative Losung: Es geniigt auch, nur partielle Integration mit g(x) = %xz und A(x) = exz, jeweils stetig

differenzierbar, zu verwenden. Dann gilt ndmlich: J f(x) dx= J g(x)h'(x) dx.
Aufgabe 8

Zu priifen sind die Vorraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen. Zunéchst ist f stetig differenzierbar als
Summe stetig differenzierbarer Funktionen (In, Polynome) und fiir die Funktionalmatrix gilt

Df=(1+l,l+i).Weiterhingﬂtf((1,1)”) =O+1+0+1—2=0undDyf((1,1)”)=1+%=2¢0.

X y
Folglich ist D, f ((1,1)") invertierbar und alle Vorraussetzungen fiir den Satz iiber implizite Funktionen sind
erfiillt. Folglich gilt die zu zeigende Aussage und es bleibt nur noch g'(1) zu berechnen. Dabei gilt

g(1=-((ns) ((1L)")) 7 ((DF) ((1,1)7))=



Aufgabe 9
a)Essind £, g: R—>R,f(x) := g(x) := & stetig. Somit liegt hier eine separierbare Differentialgleichung vor.

X

Wegeng(0) = 1 # 0 ist die Differentialgleichung eindeutig 16sbar. Definiere zunichst F(x) = J ddt=¢—e,
1

v
sowie H(y) = J — ds= [-e*];=1— ¢ Bestimme nun A ' (x) : Es gilt
e
0
l—e¢’=xeo-e¢’=x—1oe¢’=1—xe-y=In(l —x) & y=-In(1 —x) =H ' (x). Die eindeutige Losung ist
nun gegeben durch y(x) =H ' (F(x))=-In(1—¢).

b) Essindf,g: R — R,f(x) := ¢',g(x) := 1 stetig, somit liegt hier eine lineare inhomogene

X
Differentialgleichung vor, welche eine eindeutige Losung besitzt. Definiere zunichst (x) := exp(J 1 dx] =¢,
0
X P X
sowie u(x) =1 +J e—tdt= 1 +J 1df=1 + x. Somit ergibt sich als eindeutige Losung
e
0 0

y(x) = o(x)ulx)=€(1 +x).

Aufgabe 10
a) Zeige die Aussage mittels vollstdndiger Induktion. (IA) Sein = 1,x € R beliebig. Dann gilt nach

Vorraussetzungf( % ) If( % j =f(x).

(IV) Es gelte die Aussage fiir ein beliebiges, aber festes n € IN.
(IS) Es gilt /| — =f 2x_ ) _ 71 = | =/(x), wobei in der ersten Umformung die gegebene
2}1 +1 2}’1 +1 2}’!
Eigenschaft von f und in der zweiten Umformung die Induktionsvorraussetzung genutzt wurde. Somit gilt die
Aussage V n € N nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion.

b) Seix € Rbeliebig. Definiere die Nullfolge (an)n N = [ o
N

Vn € N:f(a,)=f(x),also insbesondere auch lim f(a,) = lim, f (x) =/ (x). Gleichzeitig gilt aber wegen f

stetig, also insbesondere f stetig in O und (a, ) _,Nullfolge:f(0) = lim, f(,) =/ (x). Somit folgt

f(0)=f(x) ¥V x € Rund somit die Aussage.

] .Nach Teilaufgabe a) gilt
ne

Aufgabe 11
a) Sein > |x2|.Dann gilt wegen 0 < ﬁz <l1,dass 1 > (1 - iz ] . Wegen iz > 0 > -1 ist die Bernoulli-
n n n
Ungleichung anwendbar und es folgt [ 1— iz ) >1- ﬁ.Dabei gilt offenbar lim 1= 1, sowie mithilfe der
n n

Grenzwertsitze lim 1 — % =1-¥ ~nli_rp°o% =1. Wegen der Ungleichung

1> ( 11— iz ] >1- ﬁ fiir alle n > |x2| Somit folgt die zu zeigende Aussage aus dem Sandwich-Lemma.
n n

b) Da nach Annahme die Limiten lim, ( 1+ f )n und lim, ( 1 —% j ' beide existieren, sind die Grenzwertsitze
anwendbar und es folgt Vx € R:

F(x)f(-x) =nlig1°o(l + %)n~n1@w(1—f J"=n1mo( (1 — %) (1 + X j )n=nhg1w[1—ﬁ2 ]n= 1 gemiB
Teilaufgabe a).



