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Hinweise zur Abgabe :
+ Die Hausaufgaben sind in Dreiergruppen abzugeben.

+ Geben Sie auf lhren Abgaben lhren Namen, Ihre Matrikelnummer und die Nummer der Kleingruppe, der Sie sich
zugeordnet haben, an.

+ In Ihrem Interesse: Tackern Sie lhre Abgaben. Lose Zettel kdnnen schnell verloren gehen - fir den Verlust loser Zettel
haften wir nicht!

Aufgabe 1. (Richtungsableitung)
Sei die Funktion f : (0,7) x R — R definiert durch

f(z,y) = (sinz)™=Y.

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen f, und f, sowie die Richtungsableitung von f in

Richtung v = <Z) im Punkt (7,0).
5

w

1.5 Punkte
Lésung.
Fir (z,y) € (0,7) x R gilt f(z,y) = (sinz)°s¥ = ¢«osvnsinz) Dasina > 0 fir alle z € (0,7)
gilt, ist f insbesondere wohldefiniert.
Mit der Kettenregel folgt

Cosx

fm(x¢y): - sCOsy - €
Sinx

= cotx - cosy - (sinz)

cos y-In(sin z)

cos y

und

cos y-In(sin )

fy(z,y) = —siny -In(sinz) - e

= —siny - In(sinz) - (sinx)“*Y

Zur Richtungsableitung: Es ist

Jz (%,0) :cot%.coso. (Sin%>cos0:1.1' (\§>1:\2

und

Firv = <

Iy <%,0> = —sin0-In <sin %) . (sin %)COSO —0.
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ald allw
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und es folgt
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Aufgabe 2. (Fixpunktsatz von Banach)
Gegeben sei
L(e®e ¥ +In(x + 1)
F(z,y) = "
)= ({0 31

definiert auf dem Raum Q = [0, 2] x [0, 2].
Zeigen Sie, dass die Vorraussetzungen flr den Fixpunktsatz von Banach flr ein Gebiet
Q' C Q erfillt sind.

)

)

2 Punkte
Lésung.

a) Q ist abgeschlossen und konvex.

b) F; ist auf Q bzgl. x monoton steigend, bzgl. y monoton fallend. Somit folgt:
1 1
Fi(Q) C [F1(0,2), F1(2,0)] = [§(606_2 + In(1)), g(ezef’ +1n(3))] € [0.01692, 1.061]

F, ist auf Q bzgl. x monoton steigend, bzgl. y quadratisch mit einem Minimum bei
y= % und einem Maximum bei y = 2. Somit folgt:

F5(Q) C [F»(0, %),F2(2,2)] C [0,0.7035]

Also ist F eine Selbstabbildung F': Q — [0,1.1] x [0,0.75] =: '
c) Fir die Ableitung gilt :

0=

Ty 4 1y _lewgy
F'(z,y =< (ere 2% b >
)= B+ wn2(3) 2 2)

Und somit auf €’

o 0.5005 0.3755
max — \0.1376  0.24

= || Flhaxll1 = 0.6381 bzW. || Flpay||oc = 0.876

Also sind die Vorraussetzungen erfullt.
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Aufgabe 3. (Banachscher Fixpunktsatz)
Belege durch ein Beispiel, dass die Fixpunktgleichung f(x) = 2 auf einer Menge M keine

oder keine eindeutige Losung besitzt, falls
a) f keine Selbstabbildung ist

b) f keine Kontraktion ist

c) die Menge M nicht abgeschlossen ist
aber die anderen Voraussetzungen des Banachschen Fixpunkisatz jeweils erfllt sind.
3 Punkte

Lésung.
a) Def. f(z) = 3z + 2 und M = [0,1]

1) M ist abgeschlossen

1

Betrachte die Fixpunktgleichung

1
flz)=z< —m—i—%—xzo

2
o3 1
4~ 2"

6 3
esr=o=2g M
r=3=3¢

f besitzt in M keinen Fixpunkt.

b) Def. f(x) = x auf M =0, 1]
1) M ist abgeschlossen
2) Esqilt f(z) =2 €]0,1] Vz € [0,1]
= f Selbstabbildung
3) F ist keine Kontraktion, denn

|f(z) = f(y)| = |z —y| < L]z —y|
S L>1

Betrachte Fixpunktgleichung
flz) =2 & z—2=0

Letzte Gleichung ist fur alle = € [0, 1] erfillt
= f besitzt unendlich viele Fixpunkte in M.

c) Def. f(z) = Sz auf M = (0,1]
1) M ist kein abgeschlossenes Intervall

2) f ist Selbstabbildung, denn:
f ist stetig und streng monton wachsend

2 F(M) C [£(0), F)] = [0,1]
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und far alle z € M qilt f(z) #0
= f(M)C(0,1]=M
3) f ist Kontraktion, denn z,y € M qilt
1
f(z) = F(y)l = Zle
Betrachte die Fixpunktgleichung
1
flz)==x <:>§x—x:0

1

Sr=0&M

Somit besitzt f keinen Fixpunkt in M.
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Aufgabe 4. (impliziter Funktionensatz)
Es sei F : R® — R? mit

ze® +yx
F(LE,y, Z) = <Zesin(y) + 27Txecos(y)> :

x 0
a) Untersuchen Sie, ob durch die Gleichung F(x,y,z) =0bei |y | = 0) lokal eine
z 0

Funktion (:) = f(y) oder (‘;) = f(z) definiert wird.

x 1
b) Zeigen Sie, dass in der Nahe von (y) = (7?/2) durch F(z,y,z) = 0 sowohl eine
z 1
Funktion y(z) als auch z(y) und z(z) existiert.

3.5 Punkte
Lésung.

(a)
F ist stetig und differenzierbar als Verkettung stetiger und differenzierbarer Funktionen. Um
die Vorraussetzungen des impliziten Funktionensatzes zu Uberprtfen, setzen wir zuerst:

. F]_(l',y,z)
F(x’y’ Z) - <F2(117,y,21)
0. F1(z,y,2) OyFi(z,y,2) 0.Fi(z,y,z

- )
- DF(x7y7Z)_<awF2(1;,yvz) 8yF2(ﬂj,y,Z) aze(x,yJ) .

Dann berechnen wir:

e Fr(z,y,2) = v, 0 Fo(x,y,2) = 2meosv),
OyF1(2,y,2) = 2, OyFa(z,y,2) = 2 COS(y)eSin(y) — 21w sin(y)ecos(y)7
8Zf?l(x’sz) = eZ +Zez7 azF2(:L'7ya Z) = esin(y)‘

Wir setzen nun ein

0 01
DF(0,0,0)2<27re 0 1).

Fir die Aufldsung nach x, =z betrachten wir die Teildeterminante von DF, wobei die mittlere,
zu y gehdrende Spalte entfernt wird:

0 1
det (2 1) = —27e # 0,

e

somit existiert nach dem impliziten Funktionensatz eine Funktion z = f(y) in einer
x 0

Umgebung von |y | = | 0 ]. Fir die Auflésbarkeit nach z,y betrachten wir wieder die
z 0

entsprechende Teildeterminante

0 O
det (27re 0) =0,

das heiBt hier existiert gemaB des impliziten Funktionensatzes lokal um (0,0, 0)7 keine
Funktion f(z) = (z,y)*.
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(b)

Wir setzen (z,y, 2)T = (1,7/2,1)T in die Funktion ein und erhalten:

F(l,7/2,1) = (:j_r;z;) —c#0.

Somit ist der Satz von der impliziten Funktion in diesem Fall nicht anwendbar und wir kdn-
nen keine direkte Aussage uber die Existenz von Funktionen y(z), z(y) und z(z) machen.
Alternativ definieren wir

F(x,y,z) = F(z,y,z) — ¢,
und erhalten

(1, g 1)=0, DF = DF.

Damit gilt die erste Vorraussetzung fiir den impliziten Funktionensatz fiir £ und wir setzen
den Punkt (z,y, 2)T = (1,7/2,1)" in die Jacobi-Matrix ein:

~ z 1 2e
DF(1,7/2,1) = (227r o e) .

Betrachten wir nun die Teildeterminantem
T/2 1
det < 2; _2F> =-—m’ —21r #0,

7
det (71-/2 26) = —Eﬂ'e ;é 07

2T e
1 2e
det (_27T e> =e+ 4me # 0.

Somit existieren nach dem impliziten Funktionensatz Funktionen f, g, h : U — R? mit

Da diese Funktionen von einer Teilmenge des R! nach R? abbilden, existieren Komponen-

tenfunktionen
0= (30)- o= (3 0= (03).

und somit gilt y(z) = fi(x), 2(y) = g2(y) und x(2) = hy(2).
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