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Hinweise zur Abgabe :
+ Die Hausaufgaben sind in Dreiergruppen abzugeben.

» Geben Sie auf lhren Abgaben lhren Namen, lhre Matrikelnummer und die Nummer der Kleingruppe, der Sie sich
zugeordnet haben, an.

« In lhrem Interesse: Tackern Sie Ihre Abgaben. Lose Zettel kénnen schnell verloren gehen - fiir den Verlust loser Zettel
haften wir nicht!

Aufgabe 1. (Monotonie der Exponentialfunktion)
Zeigen Sie: Es gilt exp(x) > 0 fUr alle x € R und exp ist streng monoton wachsend auf R.

1 Punkt
Lésung.
Es gilt
exp(0 klko—_lloozl
und

| =

exp(x i; = f: k!xk >1
k=0 k=1

fur alle z > 0. FOr z < 0 gilt

exp(z) =e* = > 0,

also gilt insgesamt exp(z) > 0 Vz € R.

Zur Monotonie:

Seienz,y € R,z < y. Dann gilt exp(y) = e¥ =e¥*.e* > ¢* = exp(x),day —x > 0 gilt und
somit exp(y — x) = e¥~* > 1ist (s.0.).
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Aufgabe 2. (Exponentialreihe)
a) Zeige, dass furallen € N

1\" 1
1+> <>
( n k:Ok!

Hinweis: Verwende den binomischen Lehrsatz und, dass fir allen € N und k € Ny
mit 0 < k < n gilt

(Zur Erinnerung: 0! :=1.)

b) Zeige durch Anwendung des binomischen Lehrsatzes und direktes Umformen, dass
fir m,n € N mit m > n qilt

N Ny
(o) = n ()

=0

und folgere daraus, dass fir alle n € N

. 1 m n 1
lim [1+4+ — > —.
m—00 m k!

c) Zeige, dass aus (a) und (b) folgt

. 1 n oo 1

k=0
3 Punkte
Loésung.
a)
\" "L /n\ 1 "1 o
<1 + n) = Z (k) — < o nach Hinweis.
k=0 k=0
b)
1\" & /m\ 1 - ml 1
1+—) = i .
( +7n> Ez(k)nﬁ E:kwnr—ml mk
k=0 k=0
m m k—1
1 (m—k+1)----- m 1 m—i
k=1 N——— k=1 i=0
k-mal
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Damit ist

=0
n 1 k_lm—z
e ()
k=1 =0
n n
1 1
=1 5= g
k=1 k=0

c) Aus (a) folgt

Aus (b) folgt

I'n1<l' li 11m_|_11”
anwZE - nlﬁmoo m[;noo + m B anm T n ’

also

insgesamt folgt also
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Aufgabe 3. (Grenzwerte von Funktionen)

Bestimmen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte. Vergessen Sie nicht lhre Aussa-
gen zu begriinden.

. . 3z —1 . . 1 12
(a) (i) Il_l>rr_11 2r — 2’ (i) nlan22—x 8 — a3

20 — 6ad 4 o2
(b) (i) lim 2L 0T T3
z—1 rx—1

(iv) Sei

=31 falls 2 3
— -3 ’
/() { 0, falls x = 3.

Bestimmen Sie “ngur f(z)und Iin31 f(z).
T— T—3—
Welche Aussage kénnen Sie nun tber die Existenz von Iimsf(x) treffen?
T—r

4 Punkte
Lésung.

a) (i) Es folgt mit den Rechengesetzen der Vorlesung

3m—1_3 lm z—1

lim — ol
z—=-12x—2 2 lim z—2
r——1
3 (-1)-1 -3-1
2 (-1)-2 -2-2
__4_
—4
(i) Firz e R,z # 2, gilt
1 12 1 12
2—z 8—23 2—z (2—x)(4+2z+ a2
442042212 2?42z —8
S 2-z)d+2r+22)  (2—2)(4+ 27 +22)
-+ (z +4)

(2—2)(4+2x+22) (44 2z +2?2)

Mit den Rechengesetzen folgt also

lim 1B = — 4@2(1:—1—4)
z—22—x 8—x3 Iim2(4+2x+332)
Tr—r
2+4 6 1

T 44224227 120 2
b) (i) Firz € R,z # 1 gilt:

2zt — 623 + 2?2 +3 (223 — 42 — 32— 3)(z — 1)
x—1 N (z—1)

=22 —42? -3 -3
Mit Rechengesetzen folgt dann

24_ 3 2 3
fim 22 O3 (023 42— 30— 3) = -8

r—1 r—1 r—1
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3

£=3 — 1 und es folgt lim_f(a) =1

Tr—

(iv) 1. Seiz > 3. Dann gilt f(z) = =

xT

@

2. Sei x < 3. Dann gilt f(z) = ‘§:3 ==(=3) — _jundesfolgt lim f(z)=—1

z=3 z—3~

Es gilt

lim f(z)=1eR< lim f(z)= lim f(z)=1

T—> o Tz Ty

Aus 1. und 2. kdnnen wir somit folgern, dass der Grenzwert Iim3 f(z) nicht existiert.
r—r
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Aufgabe 4. (Grenzwerte von Funktionen)
Sei f : R — R eine Funktion mit der Eigenschaft f(1) =1und f(—1) = —1firalle n € N.
Zeigen Sie, dass der Grenzwert ii_r?of(x) nicht existiert.
2 Punkte
Lésung.
Angenommen, der Grenzwert ilno f(z) existiert, d.h. es gibt ein L € R mit Ihgwo f(z) = L.

Nach Definition gilt also dann fir jede Folge (x,,)nen mit ILm T, =0

nﬂg&)f(xn)::‘L
Fir a, = £ und b, = — %, n € N, gilt jeweils
lim a, = lim b, =0
n— oo n— oo
und
. . 1 ,
lim f(a,) = lim f<> = lim1l=1
n— 00 n— 00 n n—o0
sowie
, , 1 ,
lim f(b,) = lim f(—) = lim -1=-1
n— 00 n—o00 n n—o0
also

lim f(an)=1#—1= lim f(by)

n— o0 n—oo

Damit kann der Grenzwert Iim0 f(z) nicht existieren.
T—



