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Hinweise zur Abgabe :

» Die Hausaufgaben sind in Dreiergruppen abzugeben.

+ Geben Sie auf lhren Abgaben lhren Namen, Ihre Matrikelnummer und die Nummer der Kleingruppe, der Sie sich
zugeordnet haben, an.

+ In Ihrem Interesse: Tackern Sie lhre Abgaben. Lose Zettel kdnnen schnell verloren gehen - fir den Verlust loser Zettel
haften wir nicht!

Aufgabe 1. (Differenzierbarkeit)

a)

b)

Lésung.
a)

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der Funktion
fla,y) = (2% + y*)e™.
Flr welche Punkte (z,y) € R? ist f differenzierbar?

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von

o= (1315

an.

Geben Sie die groBte offene Menge U C Dy an, in der f differenzierbar ist.
Begriinden Sie, warum f dort differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung
von f.

3 Punkte

f(z,y) = (22 +y?)e® furalle (x,y) € R?
0uf(x,y) = Fh(z,y) = 2we™ + (2% +17)ye™

= (27 + 2%y + y®)e™ fur alle (z,y) € R?
Oyf(w,y) = Gh(z,y) =2ye™ + (a2 4 y?)we™

(2y + 23 + zy?)e™? fur alle (x,y) € R2
Da 8, f und 9, f auf R? Verkettungen, Additionen und Multiplikationen von stetigen
Funktionen darstellen, sind 9, f : R2 — R und 9, f : R? — R stetig.
= f ist total differenzierbar in ganz R? und es gilt

f/(:vv y) = (axf(xvy)v 8yf(x7 y)))
= ((Qz+ 2%y +y*)e™, (2y+2° + xy?)e™)

fur alle (z,y) € R2.

: - 1+Inz
Esist f(z,y,2) = ( RN
und Produkt stetiger Funktionen). Jedoch ist [0, c0) nicht offen in R, und damit auch
[0, 00)? nicht offen in R2.

Die groBte (offene) Teilmenge von [0, co) ist int([0, o)) = (0, o), und damit ist (0, o0 )?
ebenfalls offen in R2. Da auch noch int([0, c0)?) = (0, )? gilt und das kartesische

auf (0, 00) x [0, 00)? definiert und stetig (da Summe
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Produkt offener Mengen offen ist, ist (0, c0)® = int((0, c0) x [0, 00 )?) die gréBte (offene)
Teilmenge von R3, in der f partiell differenzierbar ist, denn fiir alle (z,y, z) € (0, 00)3
gilt

0uf(2,y.2) = <Og/ryi> N (%) ’

8yf(x,y,z) = (2\ft/;> s
azf(x7yvz) = (2\(1)[> :

Diese sind in (0, c0)? stetig, also ist f total differenzierbar auf (0, 00)3 und es gilt:

1
@9, 2) = Do fl@,5,2), 0y f sy, ), 0. F 2,9, 2)) = ( o 3 )
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Aufgabe 2. (Differenzierbarkeit)
Sei f: R? - R,

z?y+3y°
f(xvy) = { Ox2+y?2! ’ Emvy) i 07

(a) Ist f stetigin (0,0)?

(b) Bestimmen Sie die ersten partiellen Ableitungen von f. Ist f partiell differenzierbar in
(0,0)?

(c) Ist f differenzierbar in (0,0)?

4 Punkte
Lésung.

(a) Wir beweisen die Stetigkeit in (0,0) mit dem e-6-Kriterium. Sei dazu ¢ > 0 beliebig.
Dann gilt fiir alle (z,y) € R? mit [|(z,y)||oc <0 = %:

Sy 2Py +3y° | aveh| 2%y || 3y
x, = |75 >~
Y x2+y2 $2+y2 w2+y2
:EZy 3y3
< |5+ [ | = w1+ 3101 = 4l < 4l )l < 6=

Somit ist f stetig im Nullpunkt.

Alternativer Beweis Uber das Folgenkriterium:
Um die Stetigkeit von f im Nullpunkt zu zeigen, benutzen wir das Folgenkriterium der
Stetigkeit. Sei also (z,,, y,) C R? eine beliebige Nullfolge.

Unterteile die Folge in Teilfolgen flr die gilt:
* (zn,,yn,) lauft suksessiv alle Folgenglieder von ab, fur die z,,, = y,,, = 0gilt.
* (n,,yn,) l&uft suksessiv alle Folgenglieder von ab, fur die z,,, = 0, y,,, # 0 gilt.
* (zn,,yn,) 1&uft suksessiv alle Folgenglieder von ab, fur die z,,, # 0, y,,, = 0 gilt.
* (zn,,,Yn,, ) l&uft suksessiv alle Folgenglieder von ab, fur die z,,,, # 0, y,,,, # 0 gilt.
Damit sind alle Folgenglieder abgedeckt. Es gilt nun:

* | f(@n; yn,)| = |£(0,0)| = 0.

22 Yny +3Y5, | T =0 |3y
| f(@ny, yn, )| = W L y%,,: = 3yn,| — 0
Ii Yn +3yi Yn, =0
° ‘f(mnl7ynl)| ey W L: zg%l :0
?n T"77L+3 i A_Ungl. EL nm 3 i EL nm,
R [ e I el Rl oo Il e B
3 m
3y2’”7n - 0
Zusammen erhalten wir damit
f(zn,yn) — 0 flrn — oo,
d.h. f ist stetig im Nullpunkt.
(b) Mit der Quotientenregel erhélt man fur (z,y) # (0, 0)
fo(ny) = 2xy(x2%—y2)47(x2y4k3y3)-2x _ —4xy3
z Ly (22 + 12)? (22 + 2)2
Fo(ey) = (2% + 9y°)(2? + y?) — (a?y + 3y°) - 2y a* + 8x?y? + 3y*
y\Y) =

(22 +92)? (@22
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Zur partiellen Differenzierbarkeit in (0, 0): Es gilt
f((h,0)) -0 1 h2.0+3-03

0.0+ (1,0) - F(0,0) _ Y
h—0 h h—0 h h—0 h h2 4 02

.0 .
n lllinoﬁ N }IzanoO_O’

und
h—0 h  h—0 h  hs0h 02+ A2
3
- }ILILnoF - AanO3 =3

alsoist f in (0,0) sowohl nach z als auch nach y partiell differenzierbar mit %((0, 0)) =
0 und 5£((0,0)) = 3.

(c) Angenommen, f waére in (0,0) total differenzierbar. Nach der Definition der totalen
Differenzierbarkeit ware dann

Df((0.0)) = (0 3)
und es musste fur alle £ = (&1, &) € R? gelten

IO 15(0.0)+6) — £(0,0) — w(&)] _
im0 el el

mit
w0 - i)~ (0 3)-(§) - e

Betrachten wir also obige Gleichung:

(Ol _ 1/((0,0) + &) — £((0,0)) — #(£)|

€l 1€]]2
646 ~ 3¢ E26,+63-3¢26,-3¢83
_ 818 > _ §+6
1€]12 1€]]2
6+ -326-3¢3
HE _ 2686
1€]]2 1€113

Nun wahlen wir § = (§1,&) = (z,z) fur  # 0, x — 0, dann gilt insbesondere auch
l€]l — 0 und es folgt

Ir@I | 22° | | 22® | 1
I€]12 z V2P| V2
X
Wir haben also eine Folge gefunden mit
(€l
im 0,
leli—o (||| 7

also kann f in (0, 0) nicht total differenzierbar sein.
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Aufgabe 3. (Differenzieren)
a) Leiten Sie die folgende Funktion nach «, z, S und by ab:

fiR* =R f(a, 2,8,bp) = (22sin (az) + ycos (S — ) + Saz)e*”ws(o‘z) —3(Sz)?
reR,ye{0,-1,1}

b) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix Df = J; = f’ von

2z sin(y) — 3y? cos(22x)
2 zy’23
xyz — (xyz)* + ™

fiR3 = R?: f(x,y,2) = <

2 Punkte

Lésung.
a) Mit Produkt- und Kettenregel folgt:

gf(a, 2,8,bg) = e teosa’ (222 cos(az) — ysin (S — ) - (1) + S2)
[0 L

+ 2a (= sin oz2) (2% sin(az) 4+ ycos (S — ) + Sozz)}

= g~ #feosa’ (222 cos(az) + ysin (S — ) + S2)

— 2asin (2% sin(az) + y cos (S — ) + Saz)}

(Zf(oz, 2,8, bg) = e FTeosa’ . _ (az? cos(az) + Sa)
z L

+ (2 sin(az) + ycos(S — a) + Saz) - (—1)}

_ g—2+cos a? _axz COS(CYZ) + Sa (1 - Z)
— (2?sin(@2) + y cos(S — ) ]

g:é(()é, z, 57 bO) = (—y sin (S _ Oé) + CLZ) X e*Z+COSo¢2 _ 6.%'25
of

— S,bp) =0
8b0(a72) ) 0)
b) Es gilt
ofi 0K Oh
ox oy 0z

23 2.3
3€acyz 3€xyz

B ( 2siny + 33222 sin (221) 22 cosy — 6y cos (221) 62y sin (2%7)
= 2€acyzz3

yz — 2xy’2? + v’z rz — 22%y2° + 2xy2 zy — 222y 2 + 329’2
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Aufgabe 4. (Jacobi-Matrix)
Bestimmen Sie jeweils die Jacobi-Matrix.

6712+sin(z)
a) f:R® =R fa,y,2) = cos(zy)
In(2? + 3 + 22 + 1)
zeY
b) g: R = R3 g(z,y)= | z+y
1
224y +1
Lésung.
(a):
_2xe—w2+sin(z) 0 Cos(z)e—r2+sin(z)
Df(z,y,z) = —ysin(zy)  —zsin(ay)
2z 2
249242241 ac2+y23l-22+1 x24y24-22+1
(b):
eY xeY
Dg(xz,y) = 1 1
9(,y) - »

_(:v2+y2+1)2 - (z2+y2+1)2
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1 Punkte
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