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Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass
2n+1 (_1)k+1 1 1
—F 2t
= k 2 2n+1

tir alle n € IN gilt. (4 Punkte)

Beweis durch vollstandige Induktion nach n.

(IA) Es gilt

2141 (k1
k

k=1
also gilt die Behauptung fiir n = 1.

(IV) Sei n € N, und gelte die Behauptung fiir dieses n.

(IS) Es gilt
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k=1 k=1 n n
1 1 1 1
Z -+ — +
a2 2n+1 2n+2 2n+3
1 1 1 1
Z =+ — +
m+2>2n41>0 2 2n+2 2n+2  2n+3
1 1

2 2+ 1

was die Behauptung mit n + 1 anstelle von 7 ist, so dass mit dem Induktionsprinzip die
Giiltigkeit der Behauptung fiir alle n € IN folgt.



Aufgabe 2

Sei
"1

Bestimmen Sie sup M und max M, oder zeigen Sie gegebenenfalls, dass M kein Supremum
beziehungsweise Maximum hat.
Hinweis: Geometrische Summenformel (3 Punkte)

Zeige sup M = 2. Dazu zeige zunichst, dass 2 eine obere Schranke von M ist. Fiir jedes
x € M existiert ein n € INg mit

noq 1— 1\n+1
X = Z o = 1(—2) =2-5 (geometrische Summenformel)

N[—

womit x < 2 folgt, da (3)" > 0 gilt. Damit ist bereits nachgewiesen, dass 2 eine obere
Schranke von M ist. Zeige weiter, dass 2 die kleinste obere Schranke von M ist. Sei e € R
mit ¢ > 0. Da || < 1ist, gilt nach Vorlesung lim, . (3)" = 0, also existiert insbesondere
ein N € N mit |(3)"| < ¢ fiir alle n € N mit n > N, insbesondere also (1)N < ¢. Setzt man

x =2— (3)N, so hat man x € M nach Definition von M, und es gilt

1
xX=2— 2_N >2—¢
Gemaf3 Vorlesung folgt nun sup M = 2.

Wie bereits gesehen gilt x < 2 fiir alle x € M, also ist sup M ¢ M, womit M kein Maximum
hat.



Aufgabe 3

Untersuchen Sie

T tanx = falls x # 0,
(-2, ) SR, x x
f ( 2 2>H H{o, falls x = 0

in allen Punkten aus (—%, 5) auf Stetigkeit. (3 Punkte)

Seix € (—%, %)\ {0}. Da die Intervalle (—%,0) und (0, §) offen sinc.i, istauch (=%, 7) \
{0} = (=7,0)U(0, 7) offen. Auf der offenen Menge (-7, 7) \ {0} ist dann f|_z =)\ (0

tan x
x

als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig (x — ), und somit ist auch f nach Vorlesung

in x stetig.

Untersuche nun f in 0 auf Stetigkeit. Es gilt aufgrund der Stetigkeit der auftretenden
Funktionen nach L'Hospital:

tan x 1+ tan?x
li = 1i = lim ——— = 1 + tan? =1 = f(0
xlir(l)f(x) x#£0 xlir(l) X ”%// xl_)l’l’b 1 GWS, tan stetig in 0 +tan (0) # 0 f( )

also folgt, dass f in 0 nicht stetig ist.



Aufgabe 4

a) Untersuchen Sie die Folge (a,,),cN definiert durch

3n 4 611—1—1 )
an=w fur allen € N
auf Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert. (3 Punkte)

b) Untersuchen Sie die durch 4y =0 und a,,,1 = /1 + %a% tir alle n € IN definierte Folge

(an)nen auf Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
(5 Punkte)

a) Fir alle n € IN gilt
Czyet 6@ +e) ()
TR e e g () g

also folgt wegen |%| <1lund —g| < 1 mit den Grenzwertsitzen die Konvergenz von
(an)nen gegen den Grenzwert

= 36.

3\n

< 6
lim a, = lim (65) o _0+6
n—00 n—oo (_E)n + z 0+ :

b) Beachte zunichst: a1 = 0 > 0, und da /1 + 4x2 VvV1+0=1 >0 fir alle x € R ist,
gilt nach Definition der a, auch a, > 0 fiir alle n € IN.

(1) Nehme zunichst an, dass (a,),eN gegen ein a € R konvergiert. Dann gilt nach
obigem bereits a > 0. Da (a,,11),en eine Teilfolge von (a,),en ist, gilt

3 3
a= lima —hma —hmy/l—l——a2 = \/1+ =a2.
T i 4" GWS, /- stetig 4

Weiter hat man

3 3
14+ =a? & a2 =1+ ~a? PN “a=1 PN a=2
4 a=0 4 4 a>0

Damit kann nur 2 der Grenzwert von (a,),eN sein.

(2) Zeige Beschranktheit der Folge nach oben hier durch Nachweis von a,, < 2 fiir alle
n € N.

(IA) Man hat a; = 0 < 2, also gilt die Behauptung fiir n = 1.
(IV) Sei n € N, und gelte a,, < 2.

(IS) Es gilt, da sowohl x + x? als auch x — /x auf [0, c0) monoton wachsend sind:

Ayy1 = ,/1+ az ,/1+— 2=1/4=2
(Iv), Monotome



was die Behauptung fiir n + 1 anstelle von n ist. Mit dem Induktionsprinzip folgt nun
a, <2 fur allen € N.

(3) Zeige, dass die Folge monoton wachsend ist durch Nachweis von 4,1 > a, fiir alle
n € IN. Fiir jedes n € IN gilt mit der Monotonie der Wurzelfunktion

3 3, 2

A1 =>4 & \[14+ a2 > a, = /a3 & 1+=as>a

ntl = Bn a, =0 4 n=z o n Monotonie 4 n="n
2

& 1> aﬁ & 4> a,,

ANy

und Letzteres ist eine wahre Aussage, da 0 < a, < 2 nach (2) gilt.

(4) Als beschrinkte (2) und monotone (3) Folge ist (4,),en nach Vorlesung konvergent.
Nach (1) gilt somit fiir den Grenzwert lim;, . 4, = 2.



Aufgabe 5

a) Berechnen Sie den Wert der Reihe

53 ()

5k

b) Untersuchen Sie die Reihe

00 k—1 a3~ (1
Z (-1) 15111(%)
k

k=1

auf Konvergenz.

c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe

v ok
= \k+1

(3 Punkte)

(3 Punkte)

(3 Punkte)

a) Man hat, da || < 1und | — 3| < 1 gilt:

2, 31 4 (—4)F

b) Definiere

4
5
Ay
5 5 geomRelheS 1—B 5 1_|_%l
4
9

tiir alle k € IN. Sei k € IN. Dann gilt einerseits 0 < k < k+1, und andererseits hat man
sin(1) = sin(z7) = 0, denn es gilt ¢ > 17 sowie 1 € (0, %) fiir alle n € N und der

Sinus ist monoton wachsend auf [0, 7). Somit folgt

sin(%) sm(kH)

aj =
also ist (aj)ren monoton fallend. Dartiberhinaus gilt

0= sin(0) o sin(%) o sin(})

= =
k = k+1 akJrl/O/

_ sin(1)

k= kT k

k



tiir alle k € N (wieder aufgrund der Monotonie des Sinus), und mit den Grenzwert-
sdtzen gilt limy .o Smk(l) = 0 = limy_,+ 0, also erhilt man mit dem Sandwich-Lemma,
dass (ax)ken eine Nullfolge ist. Mit dem Leibniz-Kriterium folgt nun, dass die zu

untersuchende Reihe Y3 | (—1)F~1a; konvergent ist.

Sei a; = (%)k fiir alle k € IN. Es gilt

limk|a|zlim2—k:lim 2 _ 2
k— o0 ek +1 k—>001—|—%GW81+0

woraus man mit dem Wurzelkriterium erhilt, dass der Konvergenzradius der zu unter-
. o 2k k. k : 1.
suchenden Reihe } ;> ; (57)"x" gleich 7 ist.



Aufgabe 6

Berechnen Sie den Grenzwert
arctan x

lim

x—0 sinx

oder zeigen Sie, dass dieser Grenzwert in R U {£o00} nicht existiert.

(2 Punkte)

Es gilt mit L'Hospital

arctan x T o 1

. . 2 2

lim Y/ % — lim 1 = 1£00 _

x—0 sinx  0«x—0cosx GWS, cosO 1
0 cos stetig

— =1



Aufgabe 7

a) Untersuchen Sie

sin x
FIROR x| falls x # 0,
1, falls x =0

auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit im Punkt x = 0. (3 Punkte)
b) Sei f : [-1, 1] — R stetig in 0. Zeigen Sie, dass dann g : [-1, 1] = R, x — xf(x) in 0
differenzierbar ist mit Ableitung ¢’(0) = f(0). (2 Punkte)
a) Es gilt
FO+m) —f0) S -1 sin(h) —h
h N h N h?

fiir alle # € R\ {0}, also hat man aufgrund der Stetigkeit der auftretenden Funktionen
mit L'Hospital:

lim FOFM Oy s s =T —sin(h)
h—0 h h#0 h—0 h? J0eh—0 2k =)
—sin0

=0.

GWS, 5}1 stetig 2

Dies zeigt, dass f in 0 differenzierbar ist (und dort den Ableitungswert 0 hat). Damit ist
f nach Vorlesung auch stetig in 0.

Idee einer Alternativlosung: % besitzt Potenzreihendarstellung, diese konvergiert
auf ganz R und stimmt auch in 0 mit f {iberein, Potenzreihen sind auf ihrem Konver-
genzintervall stetig differenzierbar. (Muss dann natiirlich alles entsprechend gezeigt
werden.)

b) Furalle h € R\ {0} gilt

g(0+1) ~g(0) _ hf()—0 _
e =R}

Da f stetig in 0 ist, folgt somit direkt

. 8(0+h) —g(0) _ _
oy B 2 i ) = 10,

Dies zeigt nach Definition, dass ¢ in 0 differenzierbar ist mit Ableitung ¢’(0) = f(0).



Aufgabe 8

Berechnen Sie das Integral
/cos(x) log(sin(x)) dx.
auf (0, 7). (3 Punkte)

Beachte zunéchst, dass der Integrand wegen sinx > 0 fiir alle x € (0, 77) stets wohldefiniert
ist. Es gilt dann

/cos(x) log(sin(x)) dx 2" /logydy = /1-10gydy I;a(r%lnt' ylogy — /y. };dy
y=sinx y)=y
¥ =cosx f'ly)=1
8(y)=logy
= ylogy—y = sin(x)log(sin(x)) — sin(x).

Resubst.



Aufgabe 9

a) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

(x) = x+3
Py = e 1
(5 Punkte)
b) Berechnen Sie das Integral
1 1
/zx—l + x2—|-2x—|-2dx'
(Vereinfachen Sie Ihr Ergebnis soweit wie moglich.) (3 Punkte)

a) Zerlege den Nenner x° + x? — x — 1 in fiir die Partialbruchzerlegung geeignete Produkte.
Durch Ausprobieren sieht man, dass 1 eine Nullstelle ist.

(2422 —x—1):(x—1)=x24+2x+1

¥ —x?
2x2 —X
2x% —2x
x —1
x —1
0

Daher gilt x> + x> —x —1 = (x — 1)(x> +2x +1) = (x — 1)(x + 1)? fiir alle x € R. Da
der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist, existieren A, B, C € R mit

x+3 A B C

= fir all R\ {-1, 1}.
x3+x2—x-1 x—1+x+1+(x+1)2 tralle x € R\ { '

Durch Multiplikation mit dem Nenner erhélt man daraus
x+3=A(x+1)24+B(x—-1)(x+1)+C(x —1)
= A(X®+2x+1) +B(x*—1) +C(x—1)
=(A+B)x*+(2A+C)x+(A—-B—-C)
fir alle x € R. Mit Koeffizientenvergleich kommt man auf das Gleichungssystem
A+ B =0
2A +C=1
A—-B—-C=3.



Mit dem Gaufs-Algorithmus hat man nun

1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
(2 0 1 1)W(O -2 1 1)w(0 -2 1 1)
1 -1 -13 0 -2 -1 3 0 0 —-22
11 0 0 1 0 0 1 100 1
W(O -2 0 2>W(O -2 0 2)w(0101),
0 0 —-22 0 0 —-22 001 -1

alsoist A =1 und B = —1 sowie C = —1. Insgesamt folgt damit

x+3 11 1
B+x2—x—1 x—-1 x+1 (x+1)2

fiir alle x € R.

b) Es gilt

0 1
T —
=2 (x+1)2+1

/ ! + L dx = log|x — 1|
x—1 x24+2x+2 xflaéOV_xE[fZ,O} &

1
Subst. 1
o dog(|— 1) —log(l =3+ [ gy
x=y—1 -1
dr—q

1
= —log 3 + arctany

y=-1
= —log3 + (arctan1 — arctan(—1))

= —log3+ (5 — (—%)) = —log3+ 3.



Aufgabe 10

Zeigen Sie, dass
X -2
X
———d
/ 2 +sinx X
1

konvergiert. (3 Punkte)

Wegen sinx € [—1,1] fiir alle x € R gilt 2+ sinx > 1 fiir alle x € R. Damit folgt

-2

2 f_1 1 1 1
2+sinx| x2 24sinx a2 x2

fur alle x € [1,00). Da zudem der Integrand als stetige Funktion auf allen Intervallen der
Form [1,b] fiir b € (1, 00) eigentlich integrierbar ist, folgt nun mit dem Vergleichskriterium
aufgrund der absoluten Konvergenz von | 1°° % dx auch die absolute Konvergenz und damit
die Konvergenz des zu betrachtenden Integrals. ( floo x1—2 dx konvergiert nach Vorlesung, da
tiir den Exponenten —2 < —1 gilt.)



Aufgabe 11

Beweisen oder widerlegen Sie jeweils die Aussage.

a) Sind 4,b € R mita < b sowie f : [a, b] — (0, c0) stetig, so existiert ein « € R mit a > 0,

so dass f(x) > « fur alle x € [a, b] gilt. (2 Punkte)
b) Ist f : R — R differenzierbar mit f'(x) # 0 fiir alle x € (0, 1), so ist f][ 1) injektiv.
(2 Punkte)

¢) Sind (a,)nen und (by)en divergente Folgen, so ist auch (a, + by),en divergent.
(2 Punkte)

a) Das abgeschlossene Intervall [a, b] ist kompakt. Da f stetig auf dem Kompaktum |[a, b]
ist, gibt es nach dem Maximum-Minimum Satz von Weierstraf8 ein xyp € [a, b] mit
f(x0) < f(x) fur alle x € [a, b]. Durch die Voraussetzung an den Zielbereich von f gilt
zudem f(xp) > 0. Mit &« = f(xg) ist die Behauptung also erfiillt.

b) Annahme: f |[0/1] ist nicht injektiv. Dann gibt es also xp,x; € [0, 1] mit xgp < x; und
f(x0) = f(x1). Nach Voraussetzung ist f differenzierbar auf [xo, x1], und damit auch
stetig. Da f(x9) = f(x1) gilt, existiert nach dem Satz von Rolle ein x € (xg, x1) C (0, 1)
mit f'(x) = 0, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Somit war die Annahme
falsch, also muss f||y ] injektiv sein.

c) Definiere a, = n und b, = —n fir alle n € IN. Dann sind (a,),en und (by)nenN
unbeschrankt (Archimedisches Prinzip), und somit nach Vorlesung divergent. Jedoch
gilt a, + b, = 0 fir alle n € IN. Damit ist (4, + bn)enN als konstante Folge konvergent
(mit Grenzwert 0). Somit ist die Behauptung falsch.



Aufgabe 12

Geben Sie die folgenden Definitionen beziehungsweise Sitze im Sinne der Vorlesung
wieder. Formulieren Sie eine vollstindige Aussage (wie ,Ein a € R heifst Hiufungspunkt
einer reellen Folge (a,),en, wenn ... gilt”), und achten Sie darauf, dass Sie auch die
Voraussetzungen korrekt angeben.

a) Definition eines Haufungspunktes einer Menge M C R (2 Punkte)
b) Definition von gleichméfiiger Stetigkeit einer Funktion f : D — R in D (2 Punkte)

c) Weierstrafssches Majorantenkriterium zur gleichméfsigen Konvergenz einer Funktionen-
reihe) > foin D C R (2 Punkte)

a) Sei M C R. Der Punkt xy € R heifst Hiufungspunkt von M, wenn fiir alle ¢ > 0 stets
(Be(x0) \ {xo}) "M = ((x0 — & xo +¢) \ {x0}) N M # 0 gilt.

b) Sei) # D C Rund f: D — R. f heifit gleichm&fig stetig in D, wenn fiir alle € > 0 ein
d > 0 existiert, so dass fiir alle x1, xp € D mit |x; — xp| < J stets |f(x1) — f(x2)| < € gilt.

c) Seien ) # D C R und f, auf D definierte Funktionen fiir alle n € IN. Existieren M, € R
fur alle n € N, so dass |fu(x)| < M, fiir alle x € D und alle n € N gilt und }_,” ; M,
konvergiert (also ) ;> ; M, < oo gilt), dann konvergieren die Funktionenreihen ) > ; f,
und Y77 1 | fu| gleichmidBig in D.



