
L�osungsvorschlag Automatentheorie und Formale Sprachen { Blatt 1

Aufgabe 1

Wir benutzen hilfsweise die folgende Aussage:

F�ur alle u; v 2 �� gilt: (uv)R = vRuR

a) Zu zeigen: (wR)R = w f�ur alle w 2 ��.

Induktion �uber die Wortstruktur

i) Induktionsverankerung:
("R)R = "R = "

ii) Induktionsschlu� (sei (wR)R = w):
((wa)R)R = (a(wR))R = (wR)Ra = wa

b) Zu zeigen: (wR)n = (wn)R f�ur alle w 2 �� und n � 0.

Induktion �uber n

i) Induktionsverankerung:
(wR)0 = " = (w0)R

ii) Induktionsschlu� (sei (wR)n = (wn)R):
(wR)n+1 = wR(wR)n = wR(wn)R = (wnw)R = (wn+1)R

Aufgabe 2

a) Seien L1; L2 � ��, und sei L1 � L2.

w 2 L�

1

xy 9n 2 IN : w 2 Ln

1

xy 9n 2 IN; 9u1; : : : ; un 2 L1 : w = u1 : : : un
y 9n 2 IN; 9u1; : : : ; un 2 L2 : w = u1 : : : un
xy 9n 2 IN : w 2 Ln

2

xy w 2 L�

2

Also gilt L�

1 � L�

2.

b) Seien L1; L2 � ��.

L1 � L1 [ L2 und L2 � L1 [ L2

y L�

1 � (L1 [ L2)
� und L�

2 � (L1 [ L2)
�

y L�

1 [ L�

2 � (L1 [ L2)
�



Aufgabe 3

a) �1 = (1 _ 01 _ 0011)�(0 _ ��)

b) �2 = (1 _ 01�0)� _ (0 _ 10�10�1)�

c) �3 = (01 _ 10)�

Aufgabe 4

Wir geben regul�are Ausdr�ucke �1; �2; �3 an, so da� �i � �i und sh(�i) < sh(�i), i = 1; 2; 3.

a) �1 = (ab _ ba)�

b) �2 = a(a _ b�c)� _ ��

c) �3 = (abc _ ab)�ab _ ��
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Aufgabe 1

AP = h bQ; fa; bg; bÆ; bq0; bF i 2 DFA(fa; bg) ist durch seine Transitionstafel gegeben wie folgt:

bÆ a b

!) fq0; q1g fq1; q2g fq2g
) fq1; q2g fq2g fq0; q1; q2g

fq2g ; fq0; q1g
) fq0; q1; q2g fq1; q2g fq0; q1; q2g

; ; ;

Aufgabe 2

Zu zeigen: bÆ (T;w) = Æ(T;w) f�ur alle w 2 �� und T 2 bQ.
i) Induktionsverankerung:bÆ (T; ") = T = "(T ) = Æ(T; ")

ii) Induktionsschlu� (sei bÆ (T;w) = Æ(T;w)):bÆ (T;wa)
= bÆ(bÆ (T;w); a)
= Æ(bÆ (T;w); a)
= "(

S
q2Æ(bÆ (T;w);")

Æ(q; a))

= "(
S

q2bÆ (T;w)
Æ(q; a))

= "(
S

q2Æ(T;w) Æ(q; a))

= Æ(T;wa)

Aufgabe 3

a) Idee: Wir konstruieren zuerst einen Automaten A0 2 NFA(�), so da� L(A0) = L(A1)L(A2).
Sei dann A = A0P 2 DFA(�), und es gilt L(A) = L(A1)L(A2). A

0 entsteht nun aus A1 und
A2 durch

"
Vereinigung\ der Zustandsmengen und Transitionen sowie Hinzunahme jeweils

einer "-Transition von den Endzust�anden des Automaten A1 zum Anfangszustand des Auto-
maten A2. q

1
0 wird Anfangszustand, F2 Endzustandsmenge. Formal sei A0 = hQ;�; Æ; q0; F i

gegeben wie folgt:

{ Q = Q1 [Q2



{ F�ur alle q 2 Q und a 2 �:

Æ(q; a) =

�
fÆ1(q; a)g , falls q 2 Q1

fÆ2(q; a)g , falls q 2 Q2

Æ(q; ") =

�
; , falls q 62 F1

fq20g , falls q 2 F1

{ q0 = q10

{ F = F2

A:
A1 A2

q10 q20

"

"

b) Idee: Wir �ubernehmen A1 fast unver�andert. Nur die Endzustandsmenge besteht nun aus
denjenigen Zust�anden, von denen ein Pfad zu einem Zustand aus F1 f�uhrt. Sei also A =
hQ;�; Æ; q0; F i gegeben durch Q = Q1, Æ = Æ1, q0 = q10 und F = fq 2 Q j Æ(q; w) 2 F1; w 2
��g.

Korrektheitsbeweis:

w 2 L(A)

xy Æ(q0; w) 2 F

xy 9u 2 �� : Æ(Æ(q0; w); u) 2 F1

xy 9u 2 �� : Æ(q0; wu) 2 F1

xy 9v 2 L(A1) : w 2 Prf (v)
xy w 2 Pref (L(A1))
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Aufgabe 1

A((a� _ b�)c�): " "

"

"

a

" "

"

"

b

" "

"

"

c

"

"

"

"

A(((a _ b)�(�� _ c)�)�):

" " "

"

a

b

"

"

" "

"

"

"

"

" "

""

c

"

"

" "

"
"

"

"

Aufgabe 2

Zu A1:

W 3
12 = W 2

12 [W 2
13(W

2
33)

�W 2
32 = [[a�b(ba�b)� _ a�b(ba�b)�a(�� _ (ba�b)�a)�ba�b(ba�b)�]]

= [[a�b(ba�b)�(�� _ a((ba�b)�a)�ba�b(ba�b)�)]]

W 2
12 = W 1

12 [W 1
12(W

1
22)

�W 1
22 = [[a�b _ a�b(�� _ ba�b)�(�� _ ba�b)]] = [[a�b(ba�b)�]]

W 2
13 = W 1

13 [W 1
12(W

1
22)

�W 1
23 = [[� _ a�b(�� _ ba�b)�a]] = [[a�b(ba�b)�a]]

W 2
33 = W 1

33 [W 1
32(W

1
22)

�W 1
23 = [[(�� _ a) _ ba�b(�� _ ba�b)�a]] = [[�� _ (ba�b)�a]]

W 2
32 = W 1

32 [W 1
32(W

1
22)

�W 1
22 = [[ba�b _ ba�b(�� _ ba�b)�(�� _ ba�b)]] = [[ba�b(ba�b)�]]

W 1
12 = W 0

12 [W 0
11(W

0
11)

�W 0
12 = [[b _ (�� _ a)(�� _ a)�b]] = [[a�b]]

W 1
22 = W 0

22 [W 0
21(W

0
11)

�W 0
12 = [[�� _ b(�� _ a)�b]] = [[�� _ ba�b]]

W 1
13 = W 0

13 [W 0
11(W

0
11)

�W 0
13 = [[� _ (�� _ a)(�� _ a)��]] = [[�]]

W 1
23 = W 0

23 [W 0
21(W

0
11)

�W 0
13 = [[a _ b(�� _ a)��]] = [[a]]

W 1
33 = W 0

33 [W 0
31(W

0
11)

�W 0
13 = [[(�� _ a) _ b(�� _ a)��]] = [[�� _ a]]

W 1
32 = W 0

32 [W 0
31(W

0
11)

�W 0
12 = [[� _ b(�� _ a)�b]] = [[ba�b]]

W 0
11 = W 0

33 = f"; ag = [[�� _ a]] W 0
22 = f"g = [[��]] W 0

13 = W 0
32 = ; = [[�]]

W 0
12 = W 0

21 = W 0
31 = fbg = [[b]] W 0

23 = fag = [[a]]

Sei also �1 = a�b(ba�b)�(�� _ a((ba�b)�a)�ba�b(ba�b)�).



Zu A2:

W 4
13 = W 3

13 [W 3
14(W

3
44)

�W 3
43 = [[b _ bb(�� _ (a _ b)b)�(a _ b)]] = [[b(b(a _ b))�]]

W 3
13 = W 2

13 [W 2
13(W

2
33)

�W 2
33 = [[b _ b(��)���]] = [[b]]

W 3
14 = W 2

14 [W 2
13(W

2
33)

�W 2
34 = [[� _ b(��)�b]] = [[bb]]

W 3
44 = W 2

44 [W 2
43(W

2
33)

�W 2
34 = [[�� _ (a _ b)(��)�b]] = [[�� _ (a _ b)b]]

W 3
43 = W 2

43 [W 2
43(W

2
33)

�W 2
33 = [[(a _ b) _ (a _ b)(��)���]] = [[a _ b]]

W 2
13 = W 1

13 [W 1
12(W

1
22)

�W 1
23 = [[b _ a(�� _ a _ b)��]] = [[b]]

W 2
33 = W 1

33 [W 1
32(W

1
22)

�W 1
23 = [[�� _ a(�� _ a _ b)��]] = [[��]]

W 2
14 = W 1

14 [W 1
12(W

1
22)

�W 1
24 = [[� _ a(�� _ a _ b)��]] = [[�]]

W 2
34 = W 1

34 [W 1
32(W

1
22)

�W 1
24 = [[b _ a(�� _ a _ b)��]] = [[b]]

W 2
44 = W 1

44 [W 1
42(W

1
22)

�W 1
24 = [[�� _ �(�� _ a _ b)��]] = [[��]]

W 2
43 = W 1

43 [W 1
42(W

1
22)

�W 1
23 = [[(a _ b) _ �(�� _ a _ b)��]] = [[a _ b]]

W 1
13 = W 0

13 [W 0
11(W

0
11)

�W 0
13 = [[b _ ��(��)�b]] = [[b]]

W 1
12 = W 0

12 [W 0
11(W

0
11)

�W 0
12 = [[a _ ��(��)�a]] = [[a]]

W 1
22 = W 0

22 [W 0
21(W

0
11)

�W 0
12 = [[(�� _ a _ b) _ �(��)�a]] = [[�� _ a _ b]]

W 1
23 = W 0

23 [W 0
21(W

0
11)

�W 0
13 = [[� _ �(��)�b]] = [[�]]

W 1
33 = W 0

33 [W 0
31(W

0
11)

�W 0
13 = [[�� _ �(��)�b]] = [[��]]

W 1
32 = W 0

32 [W 0
31(W

0
11)

�W 0
12 = [[a _ �(��)�a]] = [[a]]

W 1
14 = W 0

14 [W 0
11(W

0
11)

�W 0
14 = [[� _ ��(��)��]] = [[�]]

W 1
24 = W 0

24 [W 0
21(W

0
11)

�W 0
14 = [[� _ �(��)��]] = [[�]]

W 1
34 = W 0

34 [W 0
31(W

0
11)

�W 0
14 = [[b _ �(��)��]] = [[b]]

W 1
44 = W 0

44 [W 0
41(W

0
11)

�W 0
14 = [[�� _ �(��)��]] = [[��]]

W 1
42 = W 0

42 [W 0
41(W

0
11)

�W 0
12 = [[� _ �(��)�a]] = [[�]]

W 1
43 = W 0

43 [W 0
41(W

0
11)

�W 0
13 = [[(a _ b) _ �(��)�b]] = [[a _ b]]

W 0
13 = fbg = [[b]]

W 0
11 = f"g = [[��]]

W 0
12 = fag = [[a]]

W 0
22 = f"; a; bg = [[�� _ a _ b]]

W 0
33 = f"g = [[��]]

W 0
32 = fag = [[a]]

W 0
34 = fbg = [[b]]

W 0
44 = f"g = [[��]]

W 0
43 = fa; bg = [[a _ b]]

W 0
21 = W 0

23 = W 0
31 = W 0

14 = W 0
24 = W 0

41 = W 0
42 = ; = [[�]]

Sei also �2 = b(b(a _ b))�.



Aufgabe 3

a) Wir zeigen, da� L1 = fambanbam+n j m;n � 0g nicht regul�ar ist. Angenommen, L1 sei
regul�ar. Dann existiert ein Pumping-Index k 2 IN mit den Eigenschaften des Pumping-
Lemmas. Sei x = akbbak 2 L1. Es gibt also eine Zerlegung x = uvw, so da�

{ jvj � 1,

{ juvj � k und

{ uviw 2 L1 f�ur alle i 2 IN.

Demnach gilt uv 2 Prf (ak) und ak�jvjbbak 2 L1. Das aber widerspricht der De�nition von
L1. Deshalb ist L1 nicht regul�ar.

b) Wir zeigen, da� L2 = fw 2 fa; bg� j wR = wg nicht regul�ar ist und nehmen an, L2 sei
regul�ar. Dann existiert ein Pumping-Index k 2 IN mit den Eigenschaften des Pumping-
Lemmas. Sei nun x = akbak 2 L2 und uvw eine Zerlegung von x gem�a� Pumping-Lemma.
Dann gilt uv 2 Prf (ak) und deshalb ak�jvjbak 2 L2. Da aber ak�jvjbak 6= akbak�jvj, kann L2

nicht regul�ar sein.

c) Wir zeigen, da� Ln
3 = fw 2 fa; bg� j (jwj < n und jwja = jwjb) oder (w = uv, jvj = n,

und jvja = jvjb)g f�ur alle n 2 IN regul�ar ist und konstruieren jeweils einen Automaten
An 2 NFA(fa; bg), so da� L(An) = Ln

3 .

Idee: An verzweigt spontan (d.h. �uber "-Transitionen) in zwei Unterautomaten A�n und
A
<n. A�n verarbeitet W�orter der L�ange � n, A<n W�orter der L�ange < n. Wir beschr�anken

uns auf die Konstruktion von A�n, da L(A<n) endlich ist.

Sei nun f : f1; : : : ; 2ng ! fw 2 fa; bg� j jwj = ng eine bijektive Abbildung. F�ur ein
Wort w = a1 : : : an bezeichne au�erdem w[i] := ai den i-ten Buchstaben von w. Dann sei
A
�n = hQ; fa; bg; Æ; q0; F i gegeben wie folgt:

{ Q = fq0g [ fqij j i 2 f1; : : : ; 2ng; j 2 f0; : : : ; ngg

{ Æ(q0; a) = Æ(q0; b) = fq0g

Æ(q0; ") = fqi0 j i 2 f1; : : : ; 2ngg

Æ(qij; c) =

�
fqi(j+1)g , falls j < n und c = f(i)[j + 1]
; , sonst

Æ(qij; ") = ; f�ur alle i 2 f1; : : : ; 2ng; j 2 f0; : : : ; ng

{ F = fqin j jf(i)ja = jf(i)jbg

Beachte, da� f�ur ungerade n gilt: L(A�n) = ;

Beispiel A2:

q0

A<2

A�2

q0

q10 q11 q12

q20 q21 q22

q30 q31 q32

q40 q41 q42

a; b

"

"

"
"
"

"

a a

a b

b a

b b
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Aufgabe 1

Idee: Die Automaten A\ und A[ geben ein Eingabewort jeweils an die Automaten A1 und A2

weiter, die das Wort parallel und synchron verarbeiten. Wir w�ahlen also als Zustandsmenge in
beiden F�allen das kartesische Produkt der Zustandsmengen Q1 und Q2, wobei auf der ersten
Komponente das Verhalten des Automaten A1 simuliert wird und auf der zweiten das Verhalten
des Automaten A2. A

\ und A[ unterscheiden sich schlie�lich nur durch ihre Endzustandsmengen.

Sei dann

a) A\ = hQ;�; Æ; q0; F i gegeben durch

{ Q = Q1 �Q2

{ Æ :

�
(Q1 �Q2)� �! Q1 �Q2

((q1; q2); a) 7! (Æ1(q1; a); Æ2(q2; a))

{ q0 = (q1
0
; q2

0
)

{ F = F1 � F2

b) A[ = hQ;�; Æ; q0; F i gegeben durch

{ Q = Q1 �Q2

{ Æ :

�
(Q1 �Q2)� �! Q1 �Q2

((q1; q2); a) 7! (Æ1(q1; a); Æ2(q2; a))

{ q0 = (q1
0
; q2

0
)

{ F = (F1 �Q2) [ (Q1 � F2)

Aufgabe 2

a) Wir zeigen zun�achst durch strukturelle Induktion: 8� 2 RegE(�1) : h([[�]]) = [[h(�)]]. Sei
dabei h(�) der regul�are Ausdruck, den wir erhalten, indem wir in � jeden Buchstaben a

durch h(a) ersetzen.

i) Induktionsverankerung:

{ h([[�]]) = h(;) = ; = [[�]] = [[h(�)]]

{ h([[a]]) = h(fag) = fh(a)g = [[h(a)]]

ii) Induktionsschlu� (sei h([[�]]) = [[h(�)]] und h([[�]]) = [[h(�)]]):

{ h([[� _ �]]) = (Semantik regul�arer Ausdr�ucke)
h([[�]] [ [[�]]) = (Erweiterung von h auf Mengen)
h([[�]]) [ h([[�]]) = (Induktionsvoraussetzung)
[[h(�)]] [ [[h(�)]] = (Semantik regul�arer Ausdr�ucke)
[[h(�) _ h(�)]] = (De�nition von h : RegE(�1)! RegE(�2))
[[h(� _ �)]]



{ h([[��]]) = (Semantik regul�arer Ausdr�ucke)
h([[�]][[�]]) = (Homomorphie von h)
h([[�]])h([[�]]) = (Induktionsvoraussetzung)
[[h(�)]][[h(�)]] = (Semantik regul�arer Ausdr�ucke)
[[h(�)h(�)]] = (De�nition von h : RegE(�1)! RegE(�2))
[[h(��)]]

{ h([[��]]) = (Semantik regul�arer Ausdr�ucke)
h([[�]]�) = (Erweiterung von h auf Mengen und h([[��]]) = [[h(��)]])
h([[�]])� = (Induktionsvoraussetzung)
[[h(�)]]� = (Semantik regul�arer Ausdr�ucke)
[[h(�)�]] = (De�nition von h : RegE(�1)! RegE(�2))
[[h(��)]]

Nun zum Beweis der Aussage a):

L 2 L(�1;DFA)
y 9� 2 RegE(�1) : [[�]] = L

y 9� 2 RegE(�1) : h([[�]]) = h(L)
y 9� 2 RegE(�1) : [[h(�)]] = h(L)
y 9� 2 RegE(�2) : [[�]] = h(L)
y h(L) 2 L(�2;DFA)

b) Gegenbeispiel:

Seien �1 = �2 = fa; bg, h gegeben durch h(a) = h(b) = " und L = fanbn j n 2 INg. Es gilt
L 62 RegL(�1), aber h(L) = f"g 2 RegL(�2).

Aufgabe 3

Sei LK die Menge der korrekten Klammerausdr�ucke �uber f(; )g.

a) Wir de�nieren eine unendliche Folge (wn)n2IN von W�ortern �uber f(; )g gem�a� wn := (n f�ur
alle n 2 IN.

8 n 6= m : )n 2 dwn(LK) und )n 62 dwm(LK)
y 8 n 6= m : dwn(LK) 6= dwm(LK)
y jD(LK)j =1
y LK nicht regul�ar

b) Sei der Homomorphismus h : (� [ f(; );�;� ;_g)� ! f(; )g� gegeben durch

h(a) =

�
a , falls a 2 f(; )g
" , sonst

Angenommen, RegE(�) sei regul�ar. Dann ist auch h(RegE(�)) = LK regul�ar. Widerspruch!
 RegE(�) ist nicht regul�ar.



Aufgabe 4

a) A 2 DFA(fa; bg):

Æ a b

! q0 q1 q2
q1 q4 q2
q2 q3 q2
q3 q4 q0

) q4 q4 q4

Tabelle der Zustandspaare:

q1 X
q2 X
q3 X X
q4 X X X X

q0 q1 q2 q3

Minimaler DFA :

q4q1q3q0q2
a

b

a

b

a; b

b) q0q2 und q1q3 sind trennbar �uber a.

q0q2 und q4 sind trennbar �uber ".

q1q3 und q4 sind trennbar �uber ba.
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Aufgabe 1

a) Die zum ersten Ableitungsbaum geh�orende Linksableitung:
S =) bA =) bbAA =) bbbAAA =) bbbaAA =) bbbaaA =) bbbaabAA =) bbbaabaA =)
bbbaabaaS =) bbbaabaaaB =) bbbaabaaab.

b) Die zum zweiten Ableitungsbaum geh�orende Rechtsableitung:
S =) bA =) bbAA =) bbAaS =) bbAaaB =) bbAaab =) bbbAAaab =) bbbAaSaab =)
bbbAabAaab =) bbbAabaaab =) bbbaabaaab.

c) Das Wort besitzt drei Ableitungsb�aume:

i) S

��
�� ��

��

b A

��
�� ��

��

�������������������

b A

��
�� ��

��
A

��
�� ��

��

b A A b A A
��

��

a a a a S
��

��

a B

b

ii) S

��
�� ��

��

b A

��
�� ��

��

�����������������������������

b A

��
�� ��

��
A

��
��

b A A
��

��
a S

��
��

a a S
��

��
a B

b A b

a



iii) S

��
�� ��

��

b A

��
�� ��

��

�����������������������������

b A

��
��

														 A

��
��

b A
��

��
A a S

��
��

a S
��

��
a a B

a B b

b

d) Die Grammatik G erzeugt die Sprache L = fw 2 fa; bg� j jwja = jwjb; w 6= "g.

O�ensichtlich enthalten alle aus S ableitbaren Satzformen � genausoviele a's und A's wie
b's und B's. Somit haben alle aus S ableitbaren W�orter genauso viele a's wie b's.

Andererseits l�a�t sich zu jedem Wort aus L leicht eine Linksableitung in der Grammatik
konstruieren (die Grammatik ist fast in Greibach-Normalform!). Mit jedem Ableitungs-
schritt wird genau ein Buchstabe des Wortes erzeugt.

Ein Beweis erfordert f�ur beide Inklusionen jeweils eine aufwendige simultane dreifache
Induktion f�ur die von S, A und B erzeugten Satzformen.

Aufgabe 2

a) G1 : S �! aSa j bS j "

b) G2 : S �! aSb j aSbb j aSbbb j "

c) G2 : S �! AAS 0BB

S 0 �! AS 0B j "
A �! aA j b
B �! bB j a

Aufgabe 3

a) F�ur G = hN;�; P; Si 2 CFG(�) sei GR := hN;�; PR; Si 2 CFG(�), wobei

PR := fA �! �R j A �! � 2 Pg:

Dann gilt L(GR) = L(G)R.

Nun zum Beweis der Aussage a):



L 2 CFL(�)
y 9G 2 CFG(�) : L(G) = L

y 9G 2 CFG(�) : L(GR) = LR

y 9G 2 CFG(�) : L(G) = LR

y LR 2 CFL(�)

b) Gegenbeispiel: F�ur � = fa; bg sei G = hN;�; P; Si 2 CFG(�) mit P � N � (��(N [f"g)[
N��) gegeben durch

S �! aB j "
B �! Sb

Es gilt L(G) = fanbn j n 2 INg 62 RegL(�).
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Aufgabe 1

a) Seien � = fa; bg, N = fS;A;Bg und X = fa; b; S; A;Bg. Wir zeigen:

8� 2 X�NX�; �1; �2 2 X� :
S =)+

` � =)` �1 und � =)` �2 und �1 6= �2
y @w 2 �� : �1 =)� w und �2 =)� w

Daraus folgt unmittelbar die Eindeutigkeit von G.

Wir zeigen zun�achst leicht (etwa durch Induktion):

8� 2 X�NX� :
S =)+

` �

y � 2 [[a�AbB]] oder � 2 [[a�b(a _ b)�B]]:

Sei nun � = anAbB f�ur ein n 2 IN. Von � ausgehend, gibt es genau die beiden Linksablei-
tungsschritte � =)` a

naAbB und � =)` a
nbB. Nat�urlich existiert kein w 2 �, so da�

anaAbB =)� w und anbB =)� w.

Sei andererseits � = anbuB, n 2 IN, u 2 fa; bg�. Nun gibt es gerade die Linksableitungs-
schritte � =)` a

nbuaB, � =)` a
nbubB und � =)` a

nbu. Wieder existiert kein w 2 �,
so da� anbuaB =)� w und anbubB =)� w. Au�erdem gilt weder anbuaB =)� anbu noch
anbubB =)� anbu.

b) Die Grammatik G0 2 CFG(fa; bg) sei gegeben wie folgt:

S �! AbB j b
A �! aA j "
B �! aB j bB j "

Das Wort b besitzt dann die beiden verschiedenen Linksableitungen

S =)G0 AbB =)G0 bB =)G0 b und
S =)G0 b;

G0 ist also mehrdeutig. Aber es gilt L(G0) = L(G).

Aufgabe 2

Sei L 2 RegL(�). Dann existiert ein DFA A = hQ;�; Æ; q0; F i mit L(A) = L. Wir konstruieren
der Vorlesung entsprechend die rechtslineare Grammatik G = hQ;�; P; q0i, wobei

P = fq �! ap j Æ(q; a) = pg [ fq �! " j q 2 Fg:

Gem�a� der Vorlesung ist L(G) = L(A) (dies wurde allerdings nicht bewiesen).



Behauptung: Zu jedem w 2 L(G) gibt es genau eine Ableitung.

Angenommen, zu einem Wort w 2 L(G) existieren (mindestens) die beiden Ableitungen

A1 = q0 =)� � =) �1 =)� w und
A2 = q0 =)� � =) �2 =)� w;

wobei die Teilableitungen q0 =)� � gleich seien und �1 6= �2.

Es gilt q0 =)n � =) � y � 2 �nQ (durch Induktion �uber n beweisbar). Damit folgt:

A1 = q0 =)
� vq =) vaq0 =)� vau = w

A2 = q0 =)� vq =) vaq00 =)� vau = w

Also ist q �! aq0 2 P und q �! aq00 2 P . Gem�a� Konstruktion von P ist q0 = Æ(q; a) = q00 und
somit �1 = �2 im Widerspruch zur Annahme.

Die zu jedem w 2 L(G) eindeutig gegebene Ableitung ist nat�urlich auch die eindeutige Rechts-
bzw. Linksableitung.

Also ist G eindeutig und damit auch L.

Aufgabe 3

Sei � = f(; );+; ag, und sei G 2 CFG(�) gegeben wie folgt:

S �! S + A j A
A �! (S) j B
B �! aB j "

a) Konstruiere A 2 NFA(�) mit L(A) = Pre�

G(�
�) wie folgt:

 

(; );+; a (; );+; a; B; A; S

Da o�ensichtlich S 2 L(A) und damit S 2 Pre�

G(�
�), gilt L(G) 6= ;.

b) Konstruiere A 2 NFA(�) mit L(A) = Pre�

G(f()()g) wie folgt:

 

( ) ( )

( ) ( )

A; S A; S

B;A; S B;A; S B;A; S B;A; S B;A; S

Da S 62 L(A) und damit S 62 Pre�

G(f()()g), gilt ()() 62 L(G).



c) Konstruiere A 2 NFA(�) mit L(A) = Pre�

G(f"g) wie folgt:

 

B;A; S

Wir erhalten N" = fB;A; Sg. Sei also G0 gegeben wie folgt:

S 0 �! S j "
S �! S + A j +A j S+ j + j A
A �! (S) j () j B
B �! aB j a

d) Die Vorg�angerabschlu�-Automaten zu Pre�

G0(fS 0g), Pre�

G0(fSg), Pre�

G0(fAg) und Pre�

G0(fBg)
lauten wie folgt:

Pre�

G0(fS 0g):

S 0

S 0 S 0

Pre�

G0(fSg):

S; S 0

S 0 S 0

Pre�

G0(fAg):

A; S; S 0

S 0 S 0

Pre�

G0(fBg):

B;A; S; S 0

S 0 S 0

Also gelten Pre�

G0(fS 0g) = fS 0g, Pre�

G0(fSg) = fS; S 0g, Pre�

G0(fAg) = fA; S; S 0g und
Pre�

G0(fBg) = fB;A; S; S 0g.

Demnach hat G00 die folgende Form:

S 0 �! " j S + A j +A j S+ j + j (S) j () j aB j a
S �! S + A j +A j S+ j + j (S) j () j aB j a
A �! (S) j () j aB j a
B �! aB j a



e) G000 in Chomsky-Normalform sei nun nach dem Zwischenschritt

S 0 �! " j SC3A j C3A j SC3 j + j C1SC2 j C1C2 j C4B j a
S �! SC3A j C3A j SC3 j + j C1SC2 j C1C2 j C4B j a
A �! C1SC2 j C1C2 j C4B j a
B �! C4B j a
C1 �! (
C2 �!)
C3 �! +
C4 �! a

gegeben durch

S 0 �! " j SD1 j C3A j SC3 j + j C1D2 j C1C2 j C4B j a
S �! SD1 j C3A j SC3 j + j C1D2 j C1C2 j C4B j a
A �! C1D2 j C1C2 j C4B j a
B �! C4B j a
C1 �! (
C2 �! )
C3 �! +
C4 �! a

D1 �! C3A

D2 �! SC2

Aufgabe 4

a) Angenommen, L1 sei kontextfrei. Dann existiert ein Pumping-Index k � 1 mit den Eigen-
schaften des Pumping-Lemmas. Sei z = akb2ka2kbk 2 L1. F�ur alle relevanten Zerlegungen
erhalten wir nach Aufpumpen von z gem�a� Pumping-Lemma h�ochstens W�orter folgender
Form:

Fall 1: z0 = ak+mb2ka2kbk 62 L1 f�ur m > 0.

Fall 2: z0 = akb2k+ma2kbk 62 L1 f�ur m > 0.

Fall 3: z0 = akb2ka2k+mbk 62 L1 f�ur m > 0.

Fall 4: z0 = akb2ka2kbk+m 62 L1 f�ur m > 0.

Fall 5: z0 = ak+mb2k+na2kbk 62 L1 f�ur m;n > 0.

Fall 6: z0 = akb2k+ma2k+nbk 62 L1 f�ur m;n > 0.

Fall 7: z0 = akb2ka2k+mbk+n 62 L1 f�ur m;n > 0.

Fall 8: z0 = ap(ambn)ibq+ka2kbk 62 L1 f�ur m;n > 0; i = 2.

Fall 9: z0 = akbk+p(bman)iak+qbk 62 L1 f�ur m;n > 0; i = 2.

Fall 10: z0 = akb2kak+p(ambn)ibq 62 L1 f�ur m;n > 0; i = 2.



In allen F�allen l�a�t sich leicht begr�unden, warum z0 nicht in L1 enthalten sein kann im
Widerspruch zur Annahme, L1 sei kontextfrei. Betrachten wir z. B. Fall 1, und nehmen
wir an, z0 sei in L1 enthalten, habe also die Form z0 = wwRw, w 2 fa; bg�. Da jz0j > jzj,
gilt w = ubk f�ur ein u 2 fa; bg� und damit ak+mbk 2 Prf (w). D. h. jz0j � 3(2k + m).
Widerspruch, da jz0j = 6k +m < 3(2k +m).

Wir schlie�en also, da� L1 nicht kontextfrei ist.

b) W�ahle k = 2, und sei z 2 L2 mit jzj � 2.

Fall 1: z = ambn+1cm+n+1 (m;n 2 IN)
W�ahle u = ambn, v = b, w = ", x = c, y = cm+n.
Dann gelten

{ jvwxj = jbcj = 2 � 2,

{ vx = bc 6= " und

{ uviwxiy = ambnbicicm+n = ambn+icm+n+i 2 L2 f�ur alle i 2 IN.

Fall 2: z = am+1cm+1 (m 2 IN)
W�ahle u = am, v = a, w = ", x = c, y = cm. Dann gelten

{ jvwxj = jacj = 2 � 2,

{ vx = ac 6= " und

{ uviwxiy = amaicicm = am+icm+i 2 L2 f�ur alle i 2 IN.

c) Nein. Das Pumping-Lemma f�ur kontextfreie (regul�are) Sprachen ist nur f�ur den Nachweis
geeignet, da� eine Sprache nicht kontextfrei (regul�ar) ist.
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Aufgabe 1

Wir zeigen:

L(�;PDA;F)
a)

� L(�;PDA; ")
b)

� L(�;PDA;F; ")
c)

� L(�;PDA;F)

a) Sei L 2 L(�;PDA;F). Wir zeigen, da� dann auch L 2 L(�;PDA; "). Nun existiert ein
Automat A 2 PDA(�), so da� L(A;F) = L. Zu zeigen ist, da� auch ein Automat A0 2
PDA(�) existiert mit L(A0; ") = L. Sei also A = hQ;�;�; Æ; q0; Z0; F i 2 PDA(�).

Wir konstruieren

A0 = hQ0;�;�0; Æ0; q00; Z
0
0; ;i 2 PDA(�), wobei

Q0 = Q [� fq00; q
0
fg

�0 = � [� fZ 0
0g

Æ0 : Q0 � �" � �0 ! Pf (Q
0 � �0�)

Æ0(q;X; Z) =

8>>>><
>>>>:

Æ(q;X; Z) falls q 2 Q; X 2 �"; Z 2 �
f(q0; Z0Z

0
0)g falls q = q00; X = "; Z = Z 0

0

f(q0f ; Z)g falls q 2 F; Z 2 �
f(q0f ; ")g falls q = q0f ; X = "; Z 2 �0

; sonst

kurz:
Æ0 = Æ [� f(q00; "; Z

0
0) �! (q0; Z0Z

0
0)g

[� f(q; "; Z) �! (q0f ; Z) j q 2 F; Z 2 �g
[� f(q0f ; "; Z) �! (q0f ; ") j Z 2 �0g

Dann gilt L(A0; ") = L(A;F).

Beweis:

w 2 L(A;F)
xy 9q 2 F; � 2 �� : (q0; w; Z0) `�

A
(q; "; �)

xy 9q 2 F; � 2 �� : (q0; w; Z0) `�
A0 (q; "; �)

xy 9q 2 F; � 2 �� : (q0; w; Z0Z
0
0) `

�
A0 (q; "; �Z 0

0)
xy 9q 2 F; � 2 �� : (q00; w; Z

0
0) `A0 (q0; w; Z0Z

0
0) `

�
A0 (q; "; �Z 0

0) ` (q0f ; "; �Z
0
0) `

� (q0f ; "; ")
xy w 2 L(A0; ")

b) Sei A = hQ;�;�; Æ; q0; Z0; F i 2 PDA(�). Wir konstruieren

A0 = hQ [� fq00; q
0
fg;�;� [� fZ

0
0g; Æ

0; q00; Z
0
0; F

0i 2 PDA(�), wobei

Æ0 = Æ [� f(q00; "; Z
0
0) �! (q0; Z0Z

0
0)g [� f(q; "; Z

0
0) �! (q0f ; ") j q 2 Qg

F 0 = fq0fg



Dann gilt L(A0;F; ") = L(A; ").

Beweis:

w 2 L(A; ")
xy 9q 2 Q : (q0; w; Z0) `�

A
(q; "; ")

xy 9q 2 Q : (q0; w; Z0) `�
A0 (q; "; ")

xy 9q 2 Q : (q0; w; Z0Z
0
0) `

�
A0 (q; "; Z 0

0)
xy 9q 2 Q : (q00; w; Z

0
0) `A0 (q0; w; Z0Z

0
0) `

�
A0 (q; "; Z 0

0) `A0 (q0f ; "; ")
xy w 2 L(A0;F; ")

c) Sei A = hQ;�;�; Æ; q0; Z0; F i 2 PDA(�). Wir konstruieren

A0 = hQ [� fq00; q
0
fg;�;� [� fZ

0
0g; Æ

0; q00; Z
0
0; F

0i 2 PDA(�), wobei

Æ0 = Æ [� f(q00; "; Z
0
0) �! (q0; Z0Z

0
0)g [� f(q; "; Z

0
0) �! (q0f ; Z

0
0) j q 2 Fg

F 0 = fq0fg

Dann gilt L(A0;F) = L(A;F; ").

Beweis:

w 2 L(A;F; ")
xy 9q 2 F : (q0; w; Z0) `�

A
(q; "; ")

xy 9q 2 F : (q0; w; Z0) `�
A0 (q; "; ")

xy 9q 2 F : (q0; w; Z0Z
0
0) `

�
A0 (q; "; Z 0

0)
xy 9q 2 F : (q00; w; Z

0
0) `A0 (q0; w; Z0Z

0
0) `

�
A0 (q; "; Z 0

0) `A0 (q0f ; "; Z
0
0)

xy w 2 L(A0;F)

Aufgabe 2

a) Wir konstruieren

AG = hfqg; fa; b; c; dg; fa; b; c; d; S; A;B; Cg; Æ; q; S; ;i 2 PDA(fa; b; c; dg);

wobei Æ wie folgt gegeben ist:

Æ(q; a; a) = f(q; ")g
Æ(q; b; b) = f(q; ")g
Æ(q; c; c) = f(q; ")g
Æ(q; d; d) = f(q; ")g
Æ(q; e;X) = ;; falls e 6= X

Æ(q; "; S) = f(q; aSd); (q; A); (q; C)g
Æ(q; "; A) = f(q; aAc); (q; B)g
Æ(q; "; B) = f(q; bBc); (q; ")g
Æ(q; "; C) = f(q; bCd); (q; B)g
Æ(q; ";X) = ;; falls X 2 fa; b; c; dg



b)

Ableitung in G: Erkennung durch AG:

S

=) aSd

=) aCd

=) abCdd

=) abBdd

=) abbBcdd

=) abbcdd

(q; abbcdd; S)
` (q; abbcdd; aSd)
` (q; bbcdd; Sd)
` (q; bbcdd; Cd)
` (q; bbcdd; bCdd)
` (q; bcdd; Cdd)
` (q; bcdd; Bdd)
` (q; bcdd; bBcdd)
` (q; cdd; Bcdd)
` (q; cdd; cdd)
` (q; dd; dd)
` (q; d; d)
` (q; "; ")

Aufgabe 3

Seien A = hQ;�;�; Æ; q0; Z0; F i ein Kellerautomat mit beschr�anktem Keller und n 2 IN seine
maximale Kellergr�o�e.

Demnach gibt es nur
nX
i=0

j�ji

m�ogliche (erreichbare) Kellerinschriften, also endlich viele. Diese k�onnen in der endlichen Kon-
trolle eines endlichen Automaten codiert werden.

Wir konstruieren die nicht-deterministischen endlichen Automaten

A0
i = hQ0;�; Æ0; q00; F

0
i i;

i 2 f1; 2; 3g, wie folgt:

Q0 = Q� ��n; wobei ��n :=
n[
i=0

�i

Æ0((q; Z
); a) = f(q0; Zm : : : Z1
) 2 Q0 j (q0; Zm : : : Z1) 2 Æ(q; a; Z)g; a 2 �"

q00 = (q0; Z0)

F 0
1 = f(q; 
) 2 Q0 j q 2 Fg

F 0
2 = f(q; ") 2 Q0g

F 0
3 = f(q; ") 2 Q0 j q 2 Fg

Nach Konstruktion gilt

(q; uv; 
) `�
A
(q0; v; 
0)xy (q0; 
0) 2 Æ0((q; 
); u); 
; 
0 2 ��n:



Es folgen die Sprachgleichheiten

L(A0
1) = L(A;F);

L(A0
2) = L(A; ") und

L(A0
3) = L(A;F; "):

L(A;F), L(A; ") und L(A;F; ") sind also regul�ar.
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Aufgabe 1

Angenommen, es existierte A = hQ;�;�; Æ; q0; Z0; F i 2 DPDA(�), so da� L(A; ") nicht die
Pr�a�x-Eigenschaft besitzt. Dann existieren u; v 2 L(A; "), u 6= v, mit u 2 Prf (v), d. h. 9a 2
�; w 2 �� : v = uaw.

Es gilt

(q0; u; Z0) `
�

A
(q; "; ") f�ur genau ein q 2 Q

und ferner

v 2 L(A; ")xy (q; aw; ") `+
A
(q0; "; "); q0 2 Q:

Widerspruch zur Annahme, da (q; aw; ") 0A.

Aufgabe 2

Sei � = fa; b; cg. Angenommen, L 2 L(�;DPDA).

L 2 L(�;DPDA)
y (L(�;DPDA) ist unter Komplement abgeschlossen)

L = fw 2 �� j jwja = jwjb = jwjc oder w 62 [[a�b�c�]]g 2 L(�;DPDA)
y L 2 L(�;PDA)
y (L(�;PDA) ist unter Schnitt mit regul�aren Sprachen abgeschlossen)

L \ [[a�b�c�]] = fanbncn j n 2 INg 2 L(�;PDA)

Widerspruch zur Annahme, da fanbncn j n 2 INg nicht kontextfrei ist.

Aufgabe 3

a)

i n j 1 2 3 4 5

1 fBg fS;Ag ; fS;A; Cg fS;Cg

2 fA;Cg fBg fS;C;Ag fS;Cg

3 fA;Cg fBg fBg

4 fA;Cg fS;Cg

5 fBg

b a a a b

 baaab 2 L(G)



b)

i n j 1 2 3 4 5

1 fA;Cg fBg fBg fS;C;Ag fS;Cg

2 fA;Cg fS;Cg fBg fBg

3 fBg fS;Ag fS;Cg

4 fA;Cg fS;Cg

5 fBg

a a b a b

 aabab 2 L(G)

Aufgabe 4

S �! V := E j

if E then S else S j

if E then S A j

begin S B end j

repeat S B until E

E �! V j true j false

V �! x j y j z

A �! L A j "

B �! ; S B j "
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Aufgabe 1

a) G ist vom Typ 2, da P � N �X�.

G ist nicht vom Typ 3, da B �! aD 2 P und C �! Ca 2 P .

b) Sei die Typ-3-Grammatik G0 gegeben wie folgt:

S �! abB

B �! C j aD
C �! aC j "
D �! bD j "

Es gilt L(G0) = L(G). Also ist L(G) vom Typ 3.

Aufgabe 2

a) Normierung von G:

1) Sei G0 gegeben durch

S �! AaSBC j "
AaB �! AaAb

CB �! BC

AbB �! AbAb

AbC �! AbAc

AcC �! AcAc

Aa �! a

Ab �! b

Ac �! c

2) Ausgehend von G0 konstruieren wir G00 wie folgt:

S �! AaSBC j "
AaB �! AaAb

CB �! C 0B

C 0B �! C 0B0

C 0B0 �! BB0

BB0 �! BC

AbB �! AbAb

AbC �! AbAc

AcC �! AcAc

Aa �! a

Ab �! b

Ac �! c

G00 ist normiert, und es gilt L(G00) = L(G).



b) Seien

{ � = fag,

{ �a = fa; b; cg,

{ G1 : S 0 �! BaS
0 j "

Ba �! a

eine normierte Grammatik mit L(G1) = [[a�]] und

{ ' : P(��)! P(��

a
) eine Substitutionsabbildung gem�a� '(a) = L(G00).

Wir konstruieren nun G mit L(G) = '(L(G1)) = L(G00)� = L(G)� wie folgt:

SbC �!
�!

bCS 0

"

S 0

S 0

Ba

�!
�!
�!

BaS
0

"

A0

a

9=
;P0

bCA0

a
�! bCS o

P1bCabCbbCc
�!
�!
�!

a bC
b bC
c bC

9>=
>;P2

S �!
...

AaSBC
�
G00

Aufgabe 3

a) Sei G = hN;�; P; Si eine Grammatik vom Typ 0. Wir konstruieren G0 = hN 0;�; P 0; S 0i mit

L(G0) = fv j w 2 L(G); v Permutation von wg

wie folgt:

{ N 0 = N [� fC1; C2; C3; S
0g

{ P 0 = P [� fS 0 �! C1C2SC3g
[� fC2a �! aC2 j a 2 �g
[� fC1a �! aC1 j a 2 �g
[� faC1 �! C1a j a 2 �g
[� faC1b �! bC1a j a; b 2 �g
[� fC1C2C3 �! "g

Idee: Das Kontrollsymbol C2 markiert einen Bereich bestehend aus Terminalsymbolen,
in dem sich C1 beliebig aufhalten und benachbarte Terminalsymbole vertauschen kann.
Erhalten wir schlie�lich in einer Ableitung C1C2C3 am Ende einer Satzform, so k�onnen die
Kontrollsymbole gel�oscht werden, und �ubrig bleibt eine Folge von Terminalsymbolen.

b) G0 ist in jedem Fall keine Typ-1-Grammatik, da die De�nition der Typ-1-Grammatiken
Regeln etwa der Form C1C2C3 �! " ausschlie�t.
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Aufgabe 1

Idee: Das Eingabewort wird, falls m�oglich, in zwei H�alften geteilt, woraufhin die linke H�alfte
gel�oscht wird. Beim Teilen werden die a's der linken H�alfte durch b's und simultan diejenigen der
rechten H�alfte durch c's ersetzt. Das L�oschen der linken H�alfte erfolgt einfach durch Ersetzen des
am weitesten rechts stehenden b's durch �. Danach werden die c's wieder durch a's ersetzt, und
das Teilen beginnt von neuem. Akzeptiert wird die Eingabe schlie�lich, sobald noch genau ein a

�ubrig geblieben ist.

Sei nun A = hfq0; q1; : : : ; q7; qfg; fag; fa; b; c;�g; q0;�; fqfg; Æi 2 TM(fag) gegeben durch:

q0 a q1 b R Markiere linken Rand
q1 � qf � N Wort wird akzeptiert
q1 a q2 a N Ein weiteres a vorhanden
q2 a q2 a R Laufe bis zum rechten Rand
q2 � q3 � L Rechte Seite mit � erreicht
q2 c q3 c L Rechte Seite mit c erreicht
q3 a q4 c L Markiere rechte Seite
q4 a q5 a N Noch nicht alles markiert
q4 b q6 � R Alles markiert ) l�osche linke Seite
q5 a q5 a L Laufe bis zum linken Rand
q5 b q0 b R Linken Rand gefunden
q6 c q6 a R Aus c's werden a's
q6 � q7 � L Alle c's sind in a's umgewandelt worden
q7 a q7 a L Laufe zur�uck zu erstem a

q7 � q0 � R Kopf ist wieder auf erstem a

Aufgabe 2

Sei A = hQ;�; Æ; q0; F i 2 DFA(�), und sei A0 = hQ [� fqfg;�;� [� f�g; q0;�; fqfg; Æ
0i 2 TM(�)

gegeben durch:

Æ0(q; a) = f(Æ(q; a); a;R)g f�ur alle a 2 �

Æ0(q;�) =

�
f(qf ;�;R)g , falls q 2 F

; , falls q 62 F

Der neue Endzustand ist notwendig, weil wir zur Erkennung sicherstellen m�ussen, da� das Ein-
gabewort auf dem Turingband vollst�andig gelesen wurde. Denn in einem endlichen Automaten
durchlaufen wir f�ur eine Eingabe evtl. einen Endzustand, ohne da� das Wort schlie�lich akzeptiert
wird. Die Turingmaschine dagegen akzeptiert, sobald sie sich in einem Endzustand be�ndet.

Es gilt L(A0) = L(A).



Beweis:

w = a1a2 : : : an 2 L(A)

xy Æ(q0; w) 2 F

xy 9q1; : : : ; qn�1 2 Q; qn 2 F : Æ(q0; a1) = q1; Æ(q1; a2) = q2; : : : ; Æ(qn�1; an) = qn
xy 9q1; : : : ; qn�1 2 Q; qn 2 F : (q0; "; a1; a2 : : : an) `A (q1; a1; a2; a3 : : : an) `A : : : `A

(qn�1; a1 : : : an�1; an; ") `A (qn; w;�; ") `A (qf ; w�;�; ")
xy w 2 L(A0)

Aufgabe 3

Sei A = hfq0; qfg; f$g; f$;�g; q0;�; fqfg; Æi 2 TM(f$g) gegeben durch:

Æ(q0;�) = f(q0;�;L); (q0;�;R)g

Æ(q0; $) = f(qf ; $;N)g

Æ(qf ;�) = Æ(qf ; $) = ;

Idee: A
"
r�at\ nicht-deterministisch, wo sich das nicht-leere Eingabewort be�ndet.



L�osungsvorschlag Automatentheorie und Formale Sprachen

Blatt 11

Aufgabe 1

Idee: A arbeitet nach dem Rei�verschlu�prinzip. Wir markieren auf dem Turingband jeweils
durch das Symbol j einen linken und einen rechten Rand und damit einen Bandbereich, den
die Turingmaschine schon untersucht hat. Nun werden abwechselnd der rechte und der linke
Rand nach au�en immer um ein Feld verschoben und der bereits untersuchte Bereich beidseitig
vergr�o�ert.

Sei nun A = hfq0; q1; : : : ; q5; qfg; f$g; f$;�; jg; q0;�; fqfg; Æi 2 1-dTM gegeben durch:

q0 $ qf $ N $ gefunden ) Wort wird akzeptiert
q0 � q1 j L Initialisiere rechte Randmarkierung
q1 $ qf $ N $ gefunden ) Wort wird akzeptiert
q1 � q2 j R Initialisiere linke Randmarkierung

q2 � q2 � R Laufe bis zum rechten Rand
q2 j q3 � R Rechten Rand erreicht
q3 $ qf $ N $ gefunden ) Wort wird akzeptiert
q3 � q4 j L Setze neue rechte Randmarkierung

q4 � q4 � L Laufe bis zum linken Rand
q4 j q5 � L Linken Rand erreicht
q5 $ qf $ N $ gefunden ) Wort wird akzeptiert
q5 � q2 j R Setze neue linke Randmarkierung

Aufgabe 2

a) SeiA = hQ;�;�; q0;�; F; Æi 2 TM(�). Wir de�nieren eine �Aquivalenzrelation��Conf (A)2

wie folgt:

(q; �;X; �) � (q0; �0; X 0; �0) :xy

i) q = q0

ii) X = X 0

iii) � = �n�0 oder �0 = �n� f�ur ein n 2 IN
iv) � = �0

�
n oder �0 = ��n f�ur ein n 2 IN

Beispiel: (q;��ab; $; bc) � (q;�ab; $; bc�)

Es gilt o�ensichtlich:

8�1; �2; �
0
1 2 Conf (A) : �1 `A �2 und �1 � �0

1

y 9�0
2 2 Conf (A) : �0

1 `A �0
2



Sei nun w 2 L(A). Dann gilt:

jf[�]� j � 2 Conf (A); j�j � s(jwj)gj
= jf[�]� j � 2 Conf (A); j�j = s(jwj)gj

(�) � jQj � s(jwj) � j�js(jwj)

Es existiert eine Berechnung 
 = (�0 = �(w) `A �1 `A : : : `A �n), n 2 IN und �n
Endkon�guration, mit bv(
) � s(jwj) und o.B.d.A. �i 6� �j, i 6= j. Wegen (�) gilt also
n � jQj � s(jwj) � j�js(jwj).

b) Sei A = hQ;�;�; q0;�; F; Æi 2 TM(�) linear beschr�ankt und p 2 INnf0g, so da� f�ur alle
w 2 L(A)nf"g gilt bvA(w) � p � jwj. Sei

s :

�
IN ! IN
n 7! p � n

:

F�ur alle W�orter w 2 L(A)nf"g existieren also gem�a� Aufgabenteil a) eine Endkon�guration
� und eine nat�urliche Zahl n, so da�

�(w) `n
A
� und n � jQj � p � jwj � j�jp�jwj:

c) Sei A = hQ;�;�; q0;�; F; Æi 2 TM(�), und sei s : IN ! IN eine Funktion, so da� f�ur alle
W�orter w 2 L(A) gilt bvA(w) � s(jwj). Falls s berechenbar ist, so ist L(A) entscheidbar
wie folgt:

F�ur ein w 2 �� berechne s(jwj) und untersuche die endlich vielen Berechnungen 
 =
(�(w) `A : : : ) der L�ange jQj � s(jwj) � j�js(jwj) auf Endkon�gurationen.

1. Fall: Endkon�guration vorhanden  w 2 L(A)
2. Fall: keine Endkon�guration vorhanden  w 62 L(A)
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Aufgaben zur Klausurvorbereitung

Aufgabe 1

Seien �; � 2 RegE(�).

1) Konstruiere A1;A2 2 NFA(�), so da� L(A1) = [[�]] und L(A2) = [[�]].
(Thompson)

2) Konstruiere A0

1;A
0

2 2 DFA(�), so da� L(A0

1) = L(A1) und L(A0

2) = L(A2).
(Potenzmengenkonstruktion)

3) Konstruiere A0

1;A
0

2 2 DFA(�), so da� L(A0

1) = L(A0

1) und L(A0

2) = L(A0

2).
(Komplementierung der Endzustandsmenge)

4) Konstruiere die Produktautomaten A0

1 � A
0

2;A
0

1 � A
0

2 2 DFA(�), so da�
L(A0

1 � A
0

2) = L(A0

1) \ L(A0

2) und L(A0

1 � A
0

2) = L(A0

1) \ L(A0

2).

5) F�uhre Lerheitstest durch:

L(A0

1 � A
0

2)
?
= ;

L(A0

1 � A
0

2)
?
= ;

6) [[�]] = [[�]] xy Beide leer!

Korrektheitsbeweis:

[[�]] = [[�]]
xy L(A1) = L(A2)
xy L(A0

1) = L(A0

2)
xy L(A0

1) � L(A0

2) und L(A0

2) � L(A0

1)

xy L(A0

1) \ L(A0

2) = ; und L(A0

1) \ L(A0

2) = ;

xy L(A0

1 � A
0

2) = ; und L(A0

1 � A
0

2) = ;

Aufgabe 2

a) Die Aussage ist richtig. W�ahle Lr
= fa; bg� und L

c
= fanbn j n 2 INg.

b) Die Aussage ist falsch. Angenommen, L
c
= L

r
. Dann gilt auch:

L
c
= L

r

y L
c
= L

r

y L
c
2 RegL(�)

Widerspruch!



Aufgabe 3

Idee: Die Automaten werden parallel durchlaufen. Dabei unterscheiden wir zwischen "-Schritten
und a-Schritten auf Seiten des Kellerautomaten.

Sei also A\ = hQ1 �Q2;�;�; Æ; (q
1
0; q

2
0); Z0; F1 � F2i 2 PDA(�) gegeben durch:

Æ((q1; q2); a; Z) = f((q; Æ2(q2; a)); �) j (q; �) 2 Æ1(q1; a; Z)g 8a 2 �

Æ((q1; q2); "; Z) = f((q; q2); �) j (q; �) 2 Æ1(q1; "; Z)g

Aufgabe 4

a) Die Aussage ist falsch, denn:

8L � fag� : faag� � Ly Lf"; ag = fag� 2 RegL(fag)

Aber L = fL � fag� j faag� � Lg ist �uberabz�ahlbar. Denn es existiert eine Bijektion
f : P(IN)! L gem�a�

f(N) := faag� [ fa2�n+1 j n 2 Ng:

Und P(IN) ist �uberabz�ahlbar. Da es nur abz�ahlbar viele regul�are Sprachen gibt, gilt schlie�-
lich:

9L 2 L : L 62 RegL(fag) und Lf"; ag = fag�

b) Die Aussage ist richtig, denn:

L 2 CFL(�)
y 9G 2 CFG(�) : L(G) = L

y 9G 2 CNF(�) : L(G) = L

y 9G = hN;�; P; Si 2 CNF(�) : L(hN;�; PnfS �! "g; Si) = Lnf"g
y 9G 2 CNF(�) : L(G) = Lnf"g
y 9G 2 CFG(�) : L(G) = Lnf"g
y Lnf"g 2 CFL(�)

c) Die Aussage ist falsch, denn:

Seien L 2 P(��)nL0(�) und f : INnf0g ! ��nL eine surjektive Abbildung. Sei nun

L
n
:= ��nff(n)g 2 RegL(�)

f�ur alle n 2 INnf0g. Dann gilt
T

1

n=1
L
n
= L.


