Losungsvorschlag Automatentheorie und Formale Sprachen — Blatt 1

Aufgabe 1

Wir benutzen hilfsweise die folgende Aussage:
Fiir alle u,v € ¥* gilt: (uv)f = vFu®

a) Zu zeigen: (w?)® = w fiir alle w € ¥*.

Induktion iiber die Wortstruktur

i) Induktionsverankerung:
(eM)E — R — ¢
ii) Induktionsschluf§ (sei (w®)? = w):
(wa)®)F = (a(w)F = (wh)fa = wa
b) Zu zeigen: (wf)™ = (w™) fiir alle w € X* und n > 0.
Induktion iiber n

i) Induktionsverankerung:
(WP)° = ¢ = ()R
ii) Induktionsschluf (sei (w®)* = (w™)%):
(wR)n+1 — ’LUR(’LUR)n — wR(wn)R — (wnw)R — (wn+1)R

Aufgabe 2
a) Seien Lj, Ly C ¥* und sei L; C Lo.
w e L}
~ dnelN: wel?
A IneN, Juy,... , up, €EL1: w=uy...u,
~ dneNN, Juq,... , up, €ELo: w=uy...u,
~ dnelN: welLlj
~ weL;

Also gilt L} C Lj.

b) Seien Ll; L2 g >F.
ngLIULQ undngLluLg
5% LT Q (L1 U Lg)* und L; Q (L1 U Lg)*
A LTULSC (LU Ly)*



Aufgabe 3
a) a; = (1v01Vv0011)*(0V A*)
b) as = (1V01*0)* V (0 V 10*10*1)*

c) ag = (01V10)*

Aufgabe 4

Wir geben regulire Ausdriicke 1, 52, 83 an, so dafl §; ~ «; und sh(f;) < sh(w;), i = 1,2, 3.
a) [y = (abV ba)*
b) By =a(aV b c)* vV A*
c) B3 = (abcV ab)*abV A*
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Aufgabe 1

AP = <C§, {a, b}, 3, 0, ﬁ> € DFA({a, b}) ist durch seine Transitionstafel gegeben wie folgt:

| o a | b |
—= {0, a1} | {q1, 2} {q2}
= {q1, @2} {qg} {90, 01, @2}

{g2} {q0,q:}
= {QOaQIa(D} {Cha(h} {QO>QIaQ2}
0 0 0

Aufgabe 2
Zu zeigen: ;5_\(T, w) = 8(T,w) fiir alle w € ¥* und T € Q.

i) Induktionsverankerung:
§(T,e) =T =¢e(T) = (T, ¢)

ii) Induktionsschluf} (sei ?(T, w) = §(T,w)):

I
™

(
(
—
(
(

Aufgabe 3

a) Idee: Wir konstruieren zuerst einen Automaten 2" € NFA(X), so dafl L(') = L(24) L(2As).
Sei dann 2 = A" € DFA(X), und es gilt L(A) = L(A;)L(2As). A’ entsteht nun aus A; und
2y durch ,Vereinigung“ der Zustandsmengen und Transitionen sowie Hinzunahme jeweils
einer e-Transition von den Endzustédnden des Automaten 2, zum Anfangszustand des Auto-
maten 2,. gy wird Anfangszustand, F, Endzustandsmenge. Formal sei 2 = (Q, X, §, qo, F)
gegeben wie folgt:

- Q=0Q:1UQ;



— Firallege Q und a € X:

_ J {di(g,a)} ,fallsqe @
0g,a) = { (6yq.a)] | falls g € Oy

|0 , falls g € Fy
0(g,¢) = { {¢} ,fallsqe Fy

b) Idee: Wir iibernehmen 2; fast unverdndert. Nur die Endzustandsmenge besteht nun aus
denjenigen Zusténden, von denen ein Pfad zu einem Zustand aus Fj fiihrt. Sei also 2 =
<Q72757QO7F> gegeben durch Q = Q17 0= 517 do = qé und F' = {q € Q | 5(q7w) € Fla w e
¥*}

Korrektheitsbewets:
w € L(A)

d(qo,w) € F

Ju e ¥*: §(5(qo,w),u) €
Ju € ¥*: §(qo, wu) € Fy
Jve L&) : we Prf(v)

w € Pref (L(21))

2002009
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Aufgabe 1
A((a* V b*)c*):

Aufgabe 2 :

Zu Uy:
W = WEHUWE(WE)* WS, [a*b(ba*b)* V a*b(ba*b)*a(A* Vv (ba*b)*a)*ba*b(ba*b)*]

[a*b(ba*b)* (A* V a((ba*b)*a)*ba*b(ba*b)*)]

Wi WL UWL(W,)* W, [a*b Vv a*b(A* V ba*b)*(A* V ba*b)] = [a*b(ba*b)*]
WE = WhHLUWL(WL)* W [AV a*b(A* V ba*b)*a] = [a*b(ba*b)*a]
Wi = Wh UWhL (W) Wi [(A* V a) V ba*b(A* V ba*b)*a] = [A*V (ba*b)*d]
w3, Wiy U W3, (W) Wy [ba*b Vv ba*b(A* V ba*b)*(A* V ba*b)] = [ba*b(ba*b)*]
Wiy Wiy U W3 (W) Wiy [bV (A" Va)(A*V a)*b] = [a"]
W), = WHUWL (W)W, [A* V b(A* V a)*D] = [A*V ba*b]
Wiy = Wi UWR (WD) Wiy [AV (A" Va)(A"Va)*A] = [A]
Wis Wy U W3, (W) Wi [a Vb(A* Va)*A] = [q]
Wiy = Wg UW3 (Wh) Wiy [(A*Va)Vb(A"V a)*A] = [A* V]
Wi Wy UWa (W) W [AVB(A* Vv a) D] = [bab]

Wi =Wy = {e,a} = [A" V]

W102 = W201 = WZ?l = {b} = [[b]]

W3y = {e} = [A'] W103 = W:?z =0 =[A]
Wy = {a} = [d]

Sei also ay = a*b(ba*b)*(A* V a((ba*b)*a)*ba*b(ba*b)*).



Zu Asy:

Wiy = Wi U Wi (W) Wi [6Vbb(A*V (aVD)b)*(aVDb)] = [b(b(aVb))]
Wiy = Wi UWE(WE) Wi [bV b(A*)*A"] [0]
W134 = W124 U W123(W323)*W324 [[A \ b(A*)*b]] [[bb]]
W§4 = W424 U W423(W323)*W324 [A*V (aVb)(A")"D] = [A*V(aVD)b]
Wiy = Wiz UWE(WE) Wi [(aVb)V(aVb)(AT)"A"] [a V0]
Wiy = Wi UWhL(Wa,) Wy [bVa(A*VaVb)A] [0]
Wiy = Waa UWga(Wa,) Wy [A*Va(A*VaVb)'A] [A*]
Wi, = Wi UWh(Wyy) Wy, [AVa(A*VaVb)A] = [A]
W?,Z4 = W314 U W312(W212)*W214 [bVa(A*VaVb)rA] [0]
Wi = Wiy UWih(Way)* Wy, [A*VAA* VaVb)*A] = [A7]
WZ = WhHUWLWL)* W [(aVvb)VAA* VaVb)*A] = [aVvi]
W113 = W103 U W101(W101)*W103 [[b vV A* (A*)*b]] = [[b]]
Wiy, = Wi UWp (W7) Wy, [a Vv A*(A%)*d] = [d]
Wy = Wy UWy (W)W, [(A*VaVb)VALA)a] [A*VaVvi]
W213 = W203 U W201(W101)*W103 [[A \ A(A*)*b]] = [[A]]
W313 = W303 U W??l(Wﬂ)*WPs [[A* N A(A*)*b]] [[A*]]
W312 = W302 U W??l(Wf)l)*W& [aV A(A*)*a] [a]
W114 = W104 U Wlol(Wlol)*Wlo4 [[A VAT (A*)*A]] = [[A]]
W214 = W204 U W201(W101)*W104 [[A \ A(A*)*A]] [[A]]
W314 = W:?4 U W301(W101)*W104 [[b N A(A*)*A]] = Hb]]
Wiy = Wi UWR(Wh) Wy [A* Vv A(A")"A] = [A7]
W412 = Wz?z U WEI(WIOI)*WI% [AV A(AY)*d] [A]
W413 = ng U Wfl(Wlol)*WP?, [(aVb)V A(AY)"D] [a V]
Wiy = {b} [6]

Wi = {e} [A7]

Wi = {a} [a]

Wo, = {e,a,b} [A* Va Vb

Wy = {e} [A]

Wy = {a} [a]

Wy, = {b} [6]

Wi = {e} [A]

Wk = {a,b} [a V]

W201 = 203 = W301 = W104 = W204 W401 = W402 =0= [[A]]

Sei also ay = b(b(a V b))*.



Aufgabe 3

a)

Wir zeigen, dafl L; = {a™ba™ba™™™ | m,n > 0} nicht regulér ist. Angenommen, L; sei
regulidr. Dann existiert ein Pumping-Index k£ € IN mit den Eigenschaften des Pumping-
Lemmas. Sei x = a*bba® € L,. Es gibt also eine Zerlegung = uvw, so daf

- |’U| > ]-7
— |uv| <k und
— wv'w € L, fiir alle i € IN.

Demnach gilt uv € Prf(a*) und a*~*lbba* € L,. Das aber widerspricht der Definition von
L. Deshalb ist L; nicht regular.

Wir zeigen, daB Ly = {w € {a,b}* | w' = w} nicht reguliir ist und nehmen an, L, sei
regulidr. Dann existiert ein Pumping-Index k£ € IN mit den Eigenschaften des Pumping-
Lemmas. Sei nun = = a*ba* € Ly und uvw eine Zerlegung von x gemif Pumping-Lemma.
Dann gilt uv € Prf(a*) und deshalb a*~I*lba* € L,. Da aber a*~I*lba* # a*ba*~"*!, kann L,
nicht regulér sein.

Wir zeigen, da L} = {w € {a,b}* | (Jjw| < n und |w|, = |w|p) oder (w = wv, |v| = n,
und |v|, = |v|p)} fiir alle n € IN regulér ist und konstruieren jeweils einen Automaten
A" € NFA({a,b}), so daBl L(A") = L.

Idee: A™ verzweigt spontan (d.h. iiber e-Transitionen) in zwei Unterautomaten =" und
2A<", A=" verarbeitet Worter der Liange > n, A<" Worter der Liange < n. Wir beschriinken
uns auf die Konstruktion von =", da L(2<") endlich ist.

Sei nun f : {1,...,2"} — {w € {a,b}* | |w| = n} eine bijektive Abbildung. Fiir ein
Wort w = ay .. .a, bezeichne auBerdem wli] := a; den i-ten Buchstaben von w. Dann sei
A=" = (Q, {a, b},d, g, F) gegeben wie folgt:

— Q:{qg}U{qij |ZE{1, ,2”}, jE{O, ,n}}
— 0(q0,a) = 0(q0,b) = {qo}
6(q0,€) = {gio |1 € {1,...,2"}}
5(gisr¢) = { éq“‘j_}'_l)} , falls j < nund ¢ = f(i)[j + 1]

, sonst
§(gij.e) =0 fur allei € {1,...,2"}, 7€ {0,... ,n}
— F=Aain | [f()]a = ()]s}

Beachte, daf fiir ungerade n gilt: L(=") = 0
Beispiel 2%
b
b




Losungsvorschlag Automatentheorie und Formale Sprachen — Blatt 4

Aufgabe 1

Idee: Die Automaten 2" und 2(° geben ein Eingabewort jeweils an die Automaten 2(; und 2y
weiter, die das Wort parallel und synchron verarbeiten. Wir wéhlen also als Zustandsmenge in
beiden Fillen das kartesische Produkt der Zustandsmengen (); und ()3, wobei auf der ersten
Komponente das Verhalten des Automaten 2A; simuliert wird und auf der zweiten das Verhalten
des Automaten 2y. 2" und Y unterscheiden sich schlielich nur durch ihre Endzustandsmengen.

Sei dann
a) A" ={(Q, %, 9, q, F) gegeben durch

— Q=01 xQ

o 5:{ (QlXQ2)XE—>Q1XQ2
((q1,42),a) = (01(q1, @), 02(q2, a))

— q = (45, %)

— F=F x F,

b) AY =(Q, %, 0, qo, F) gegeben durch

- Q=0Q1 X Q

_ 5:{ (Q1 x Q2) XX = Q1 X Q2
((q1,42), @) = (01(q1, a), 62(g2, @)

— qo = (45, 45)

— F=(F1 XQ)U(Qy X Fy)

Aufgabe 2

a) Wir zeigen zunéchst durch strukturelle Induktion: Voo € RegE(X4) : h([a]) = [h(«)]. Sei
dabei h(«) der reguldre Ausdruck, den wir erhalten, indem wir in « jeden Buchstaben a
durch h(a) ersetzen.

i) Induktionsverankerung:

= W([AD) = h(0) =0 =[A] = [n(A)]
= (o) = r({a}) = {n(a)} = [i(a)]

ii) Induktionsschluf (sei A([a]) = [h(«)] und A([B]) = [R(5)]):
— h(Jae v B]) = (Semantik regulirer Ausdriicke)

h([e] U[B]) = (Erweiterung von h auf Mengen)
h([a]) U A([A]) = (Induktionsvoraussetzung)
[n(a)] U [A(5
[n(c) v
[n(

a)] U [h(B)] = (Semantik regulérer Ausdriicke)
a) V h(B)] = (Definition von h : RegE(X;) — RegE(Xs))
aV )]



— h([ef]) = (Semantik regulérer Ausdriicke)
h([«]]A]) = (Homomorphie von h)
h([a])h([B]) = (Induktionsvoraussetzung)
[h(a)][R(5)] = (Semantik regulirer Ausdriicke)
[h(a)h(B)] = (Definition von h : RegE(X;) — RegE(3,))
[n(aB)]

— h([a*]) = (Semantik reguldrer Ausdriicke)
h([a]*) = (Erweiterung von h auf Mengen und h([a3]) = [h(af)])
h([e])* = (Induktionsvoraussetzung)
[h(c)]* = (Semantik regulérer Ausdriicke)
[h()*] = (Definition von h : RegE(X;) — RegE (X))
[n(a")]

Nun zum Beweis der Aussage a):
L € £(%,,DFA)

~ Ja€RegE(X)): [o] =L

N Ja € RegE(Xy) : h([a]) = h(L)
N Ja € RegE(Xy) : [h(a)] = h(L)
~ da € RegE(Y,) @ [of = h(L)
~ h(L) € L(E,,DFA)

b) Gegenbeispiel:

Seien ¥y = ¥y = {a, b}, h gegeben durch h(a) = h(b) = ¢ und L = {a™b" | n € IN}. Es gilt
L ¢ RegL(X;), aber h(L) = {e} € RegL(%s).

Aufgabe 3

Sei Lk die Menge der korrekten Klammerausdriicke iiber {(,)}.

a) Wir definieren eine unendliche Folge (wy)nenw von Wortern iiber {(,)} geméf w, := (" fiir
alle n € IN.
Vn#m: )" €d,, (Lg)und )" € d,, (L)
|D(Lk)| = o0
N Lk nicht regulir

b) Sei der Homomorphismus A : (XU {(,),A,*,V})* = {(,)}* gegeben durch

h(a) = { a ,fallsa€{(,)}

€ , sonst

Angenommen, RegE(X) sei reguldr. Dann ist auch h(RegE(X)) = Ly regulir. Widerspruch!
~> RegE(Y) ist nicht regulér.



Aufgabe 4

a) A € DFA({a,b}):

| ofafb]
—qo || q1 | 92
qi || 94 | 42
2 || 93 | 42
q3 || 94 | 9o
= 4 || 94 | Q4
Tabelle der Zustandspaare:
q | X
q2 X
Q3 X X
@u| X | X | X[ X
o | 41 | 92 | G3
Minimaler DFA :
1—.4 1Dt

b

b) gog2 und ¢;¢3 sind trennbar iiber a.
goq> und g4 sind trennbar iiber .

¢1q3 und g4 sind trennbar iiber ba.
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Aufgabe 1

a) Die zum ersten Ableitungsbaum gehorende Linksableitung:
S = bA = bbAA = DDDAAA = bbbaAA = bbbaaA = bbbaabAA = bbbaaba A =
bbbaabaaS = bbbaabaaaB = bbbaabaaab.

b) Die zum zweiten Ableitungsbaum gehorende Rechtsableitung:
S = bA = bbAA —> bbAaS =— bbAaaB = bbAaab =—> bbbA Aaab =—> bbbAaSaab —>
bbbAabAaab = bbbAabaaab —> bbbaabaaab.

c) Das Wort besitzt drei Ableitungsbédume:

i)

S
b/\A
b/\A\A
1IN VN
b A A b A A
. N
a a a a S
I
"
b
ii) g
/N
b A
/N
b A A
AL a
b A A a S
N AN
a a S a B
N |
b



iii) g

S
sy

|
b

d) Die Grammatik G erzeugt die Sprache L = {w € {a,b}* | |w|, = |w|p, w # £}.

Offensichtlich enthalten alle aus S ableitbaren Satzformen a genausoviele a’s und A’s wie
b’s und B’s. Somit haben alle aus S ableitbaren Worter genauso viele a’s wie b’s.

Andererseits 148t sich zu jedem Wort aus L leicht eine Linksableitung in der Grammatik
konstruieren (die Grammatik ist fast in Greibach-Normalform!). Mit jedem Ableitungs-

schritt wird genau ein Buchstabe des Wortes erzeugt.

Ein Beweis erfordert fiir beide Inklusionen jeweils eine
Induktion fiir die von S, A und B erzeugten Satzformen.

Aufgabe 2
a) Gi: S—aSa|bS|e
b) Gs: S — aSbh|aSbb| aSbbb | e

¢) Go: S — AAS'BB
S — AS'Ble
A — aAlb
B — bB|a
Aufgabe 3

a) Fiir G = (N,X, P,S) € CFG(Y) sei G := (N, %, PR S) € CFG(X), wobei

PP:={A —a"|A— acP}

Dann gilt L(G") = L(G)*.

Nun zum Beweis der Aussage a):

aufwendige simultane dreifache



L € CFL(%)

~ 3G e CFG(D): L(G) =L
~ 3G € CFG(): L(GR) = LR
~ 3G € CFG(): L(G) = Lk
~ LF e CFL(Y)

b) Gegenbeispiel: Fiir ¥ = {a, b} sei G = (N, X, P, S) € CFG(X) mit P C N x (X*(NU{e})U
NY*) gegeben durch

S — aB|e
B — Sb

Es gilt L(G) = {a"b" | n € IN} & RegL(Y).
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Aufgabe 1

a)

Seien ¥ = {a,b}, N ={S, A, B} und X = {a,b, S, A, B}. Wir zeigen:

Va € X*NX*, B, 0, € X*:
S:>2_Oé:>g51 und o =, (5 und Sy # [
A~ Pw e B =" wund By =" w

Daraus folgt unmittelbar die Eindeutigkeit von G.
Wir zeigen zunéchst leicht (etwa durch Induktion):
Va e X*NX*:
S=}a
~ « € [a*AbB] oder a € [a*b(a V b)*B].

Sei nun o = a™ AbB fiir ein n € IN. Von « ausgehend, gibt es genau die beiden Linksablei-
tungsschritte a« =, a"aAbB und o =, a™bB. Natiirlich existiert kein w € 3, so daf
a"aAbB =—* w und a"bB =" w.

Sei andererseits o = a"buB, n € IN, u € {a,b}*. Nun gibt es gerade die Linksableitungs-
schritte &« =, a"buaB, a« =, a"bubB und o =, a"bu. Wieder existiert kein w € X,
so dafl a"buaB =* w und a"bubB =—* w. Auflerdem gilt weder a"buaB =* a"bu noch
a"bubB =" a"bu.

Die Grammatik G’ € CFG({a, b}) sei gegeben wie folgt:

S — AbB|b
A — aAle
B — aB|bB|e

Das Wort b besitzt dann die beiden verschiedenen Linksableitungen

S —=¢ AbB — ¢ bB = b und
S=q b,

G ist also mehrdeutig. Aber es gilt L(G') = L(G).

Aufgabe 2

Sei L € Regli(¥). Dann existiert ein DFA 21 = (Q, %, 0, qo, F') mit L(2) = L. Wir konstruieren
der Vorlesung entsprechend die rechtslineare Grammatik G = (Q, 3, P, ¢y), wobei

P={q—ap|d(q,a) =ptU{q—c|qe F}

Geméf der Vorlesung ist L(G) = L(2A) (dies wurde allerdings nicht bewiesen).



Behauptung: Zu jedem w € L(G) gibt es genau eine Ableitung.

Angenommen, zu einem Wort w € L(G) existieren (mindestens) die beiden Ableitungen

Al =q¢ ="a = [ =" w und
AQZQU:>*C¥:>52:>*U),

wobei die Teilableitungen ¢y =* « gleich seien und f; # (,.
Es gilt g0 =" a = f ~ a € ¥"(Q (durch Induktion {iber n beweisbar). Damit folgt:

Al = qo =" v¢ = vaq¢ =" vau = w
Ay = qp =" vqg = vaq" =" vau = w

Also ist ¢ — aq' € P und ¢ — aq" € P. Geméf Konstruktion von P ist ¢' = (¢, a) = ¢" und
somit 1 = P9 im Widerspruch zur Annahme.

Die zu jedem w € L(G) eindeutig gegebene Ableitung ist natiirlich auch die eindeutige Rechts-
bzw. Linksableitung.

Also ist G eindeutig und damit auch L.

Aufgabe 3

Sei ¥ ={(,),+,a}, und sei G € CFG(X) gegeben wie folgt:

S — S+A|A
A — (5)|B
B — aB|¢

a) Konstruiere 2l € NFA(X) mit L(A) = Preg,(X*) wie folgt:
(7)7+7a (7)7+7a7B7A7S

-

Da offensichtlich S € L(2) und damit S € Preg,(X*), gilt L(G) # 0.
b) Konstruiere A € NFA(X) mit L(A) = Preg({()()}) wie folgt:




¢) Konstruiere 2 € NFA(X) mit L(2A) = Preg,({e}) wie folgt:

B,A,S
o - Y

Wir erhalten N, = {B, A, S}. Sei also G’ gegeben wie folgt:

S — S|e

S — SH+A[+A|S+]|+ A
A — (9]01B

B — aB|a

d) Die Vorgéngerabschlu-Automaten zu Preg, ({S'}), Preg, ({S}), Preg, ({A}) und Pref, ({ B})
lauten wie folgt:

Preg, ({S'}):

S’ S’
&
Preg, ({S}): g

O
Preg.({A}): g g
A, S S
(fassly
Preg. ({B}): g g

' B, A,S, S '

Also gelten Preg,({S'}) = {S'}, Prez({S}) = {S,5'}, Prec,({A}) = {A,S,S5'} und
Pre;,({B}) ={B, A, S, S"}.

Demnach hat G” die folgende Form:

S — | SH+A|+A|S+ |+ |(S)|()]aB|a
S — S+A|+A|S+[+]|(S)](O]aB|a
A — (9]0 ]aB]a

B — aBla



e) G" in Chomsky-Normalform sei nun nach dem Zwischenschritt

Sl
S
A
B

gegeben durch

Aufgabe 4

—

S —
S —
A —
B —
01 —
CQ —
03 —
C 4 —

H

H

| SC3A | C3A | SCs | + | C1SCy | C1Cy | C4B | a
SC3A | C3A | SCs |+ | C1SCy | C1Cy | C4B | a
01502 | 0102 | C4B | a

C4B | a

6|SD1|03A|SC3|+|01D2|0102|C4B|a
SD1|C’3A|SC'3|+|C’1D2|CIC'2|C4B|a
C.D, | C1Cy | C4B | a

C4B|a

(

)

_|_
a
C3A
SCy

a) Angenommen, L; sei kontextfrei. Dann existiert ein Pumping-Index & > 1 mit den Eigen-
schaften des Pumping-Lemmas. Sei z = a*b**a?*b* € L,. Fiir alle relevanten Zerlegungen
erhalten wir nach Aufpumpen von z geméfl Pumping-Lemma hochstens Worter folgender

Form:

Fall 1:
Fall 2:
Fall 3:
Fall 4:
Fall 5:
Fall 6:
Fall 7:
Fall 8:
Fall 9:

2 = akFtmp?ka?*bk ¢ Ly fiir m > 0.

2 = akp?ktma?k bk ¢ Ly fiir m > 0.

2 = akp?k a2k Tk ¢ Ly fiir m > 0.

2 = abbPF ekt ™ & L, fiir m > 0.

2 = aktmpPk ekl & L fiir m,n > 0.

2 = akp?ktmak ek & L fiir m,n > 0.

2 = akb?ka?ktmpktn & L fiir m,n > 0.

2 = aP(a™b™) bt ka® bk ¢ Ly fiir m,n >0, i = 2.
2 = akoFP(bman)iak Tk ¢ Ly fiir myn >0, i = 2.

Fall 10: 2" = a*b*a**P(a™b™)10? & L, fiir m,n > 0, i = 2.



In allen Féllen 148t sich leicht begriinden, warum 2’ nicht in L; enthalten sein kann im
Widerspruch zur Annahme, L; sei kontextfrei. Betrachten wir z. B. Fall 1, und nehmen
wir an, 2’ sei in L; enthalten, habe also die Form 2’ = ww®w, w € {a,b}*. Da || > |2|,
gilt w = ubf fiir ein u € {a,b}* und damit a**™* € Prf(w). D. h. [2/| > 3(2k + m).
Widerspruch, da |2/| = 6k +m < 3(2k + m).

Wir schlieflen also, daf3 L, nicht kontextfrei ist.
b) Wihle k£ =2, und sei z € Ly mit |z| > 2.

Fall 1: z = a™b" 1™ (m,n € IN)
Wihle v = a™b", v =b, w =¢,x = ¢, y = ™",
Dann gelten
— |vwz| = |be] =2 < 2,
— vx = bc # ¢ und
— wlwzly = a™bbi ™t = amb et € Ly fiir alle ¢ € IN.
Fall 2: z = a™ '™ (m € IN)
Wihle v = a™, v =a, w =¢, x = ¢, y = ¢™. Dann gelten
— |vwz| = |ac] =2 < 2,
— vxr = ac # ¢ und
— wlwzly = a™a'cc™ = g™t € Ly fiir alle 1 € IN.

¢) Nein. Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie (regulére) Sprachen ist nur fiir den Nachweis
geeignet, daf eine Sprache nicht kontextfrei (regulér) ist.
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Aufgabe 1

Wir zeigen:

a) b) 5
L(X,PDA,F) C £(X,PDA, ) C £(S,PDA,F,¢) C £(X,PDA, F)

a) Sei L € L(X,PDA,F). Wir zeigen, daf dann auch L € L£(X,PDA,¢). Nun existiert ein
Automat 2 € PDA(X), so da} L(A,F) = L. Zu zeigen ist, da8 auch ein Automat 2’ €
PDA(Y) existiert mit L(', ) = L. Sei also % = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F') € PDA(Y).

Wir konstruieren

Dann gilt L(2(',

Beweis:

DEDEPIDED)

b) Sei 2 =

= <QI7 Ea P,; 5,; q{), Z(I), ®> S PDA(E), wobei

Q = QU{q,qd;}
' = ru{z)}
0 Q' x B x I — PB(Q x ')
3(q, X, 7Z) fallsqe @, X €%, Ze€T

{(00, Z073)} falls g =qp, X =¢, Z =7
(¢, X, Z) =< {(d},2)} fallsqe F, ZeT
{(Qf,S)} falls g = ¢}, X =¢, ZeT'
0 sonst
kurz:
5= 5 {(dher Z) — (a0, 7))

U {(g,6,2) — (¢}, Z) |q € F, Z €T}
O {(q},&“, Z) (Qfa ) | € F,}

e) =LA F).

w e L(ALF)
dge FLael*: (q,w,Zy) Fy (q,6, )
dge FaeT*: (q,w,Zy) Fy (¢, )
dge F,aeTl*: (q,w, ZyZ ) '_91' (q,€,aZ))
S Fael: (g, ) bu (a0 Z0Z) o (0.5,07)) F (gn5,07) F* (g)5,9)
we LA, ¢e)

(Q,%,T1,0,q0, Zo, F) € PDA(X). Wir konstruieren

= (QuUiq,q;}, S, TWU{Z}, 8, q, Zy, F') € PDA(E), wobei
= U {(q,5, Zy) — (00, Z0Z)} U{(a,¢, Zy) — (d},¢) | ¢ € Q}
= {q}}



Dann gilt L(A',F,e) = L(, ¢).
Beweis:
w € L(A,¢)
A JgeR: (qo,w,Zy)
A JgeQ: (qo,w, Zy)
Y Elq € Q (qO,w ZO
A e (¢
A we LA F,e)
c) Sei A =

% (q,6,€)

w (¢,6,€)

)me (9,¢, %)

qp, W, Z ) l_Ql’ (CJO,U) ZOZI) "3{/ (q,g,Z(’]) l_Ql’ (q},&“,&“)

(Q,%,T1,0,q0, Zo, F) € PDA(Y). Wir konstruieren

A = (QU{qgy¢;}, S, TW{Z}, 0", q5, Zy, F') € PDA(E), wobei

Zo)y W {(g,e, Zy) — (4}, Zy) | ¢ € F'}

(q,€,¢)

Q67w7 Z(I)) l_Ql’ (q07w7 ZOZ(I)) l_zlf (QJ67 Z(l)) l_Ql’ (Q}aga Z(,))
)

(S, = (SU{(q(l),é‘,Z(l)) — (qO,ZO
F' = {q;}
Dann gilt L(2A',F) = L(A, F, ¢).
Beweis:
w e LA F,¢)
A~ dgeF: (q,w,Zy) Fy(g,¢e,¢)
A~ JgeF: (q,w,Zy)
A~ dgeF: (q,w, ZoZ)) Fy (q.¢, Z))
A JgeF: |
~ weLAF
Aufgabe 2

a) Wir konstruieren

Q[G = <{q}7 {a7 b? C? d}) {a7 b) C) d? S? A? B? C’}) 67 q) S) ®> E PDA({a7 b? C? d})7

wobei § wie folgt gegeben ist:

=
)
SN—

)

)
q,e,X)
q,€,5)
q.¢, A

<
N o Q

SR
S
2o

S S S O O O O O O Oy
AN TN N N N N N N N S
=R
AR
SRR

=

\_(‘f)
.

N

falls e #
(q,an), (g, A)

(¢,aAc), (¢, B)}
(¢:0Bc), (¢,¢)}
(¢,0Cd), (¢, B)}
, falls X € {a,b,c,d}

X
,A), (q,0)}
B

)



Ableitung in G:  Erkennung durch 2:

(q, abbcdd, S)

F (g, abbedd, aSd)

F (¢, bbedd, Sd)

S - (g, bbedd,  Cd)
— 4Sd - (g, bbedd, bCdd)
— aCd - (g, bedd, Cdd)
— abCdd - (¢, bedd, Bdd)
— abBdd - (g, bedd, bBedd)
— abbBcdd F o (g, cdd, Bedd)
— abbedd F o (g, cdd, cdd)
- (¢, dd,  dd)

= (q, d, d)

= (g, £, £)

Aufgabe 3

Seien 2 = (Q,X%,T,0,qo, Zy, F) ein Kellerautomat mit beschrinktem Keller und n € IN seine
maximale Kellergrofle.

Demnach gibt es nur
>_Irf
i=0

mogliche (erreichbare) Kellerinschriften, also endlich viele. Diese konnen in der endlichen Kon-
trolle eines endlichen Automaten codiert werden.

Wir konstruieren die nicht-deterministischen endlichen Automaten
A = (Q', 5,0, qp, F),
i € {1,2,3}, wie folgt:
Q = QxT=", wobei I'<":=| JT"
i=0

8 (¢, Z7),a) = (¢ Zm..-Z17)€Q | (¢ Zm... 7)) €0(q,a,Z)}, a€X.

@ = (90, 7%)

F = {(¢,7)eQ |qeF}
F, = {(g2) €Q'}

Fy; = {(¢,69) Q' |ge F}

Nach Konstruktion gilt

(g, uv,7) Fy (v, 7)) A~ (d ) € 0'((g,7), 1), 7,7 € T=".



Es folgen die Sprachgleichheiten

L(A) = L(AF),
) L(2A, ¢) und
L) = L(AF,e).

L(A,F), L(A, &) und L(A, F,¢) sind also regulér.
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Aufgabe 1

Angenommen, es existierte A = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F') € DPDA(X), so dafl L(2, &) nicht die
Prifix-Eigenschaft besitzt. Dann existieren u,v € L(,¢), u # v, mit u € Prf(v), d. h. Ja €
Y, we Y v=uaw.

Es gilt
(9o, u, Zo) Fy (g, €,¢) fiir genau ein ¢ € Q

und ferner

ve LA e) (g aw,e) by (¢, e,¢), ¢ €Q.

Widerspruch zur Annahme, da (¢, aw, ) Fy.

Aufgabe 2

Sei ¥ = {a, b, c}. Angenommen, L € L(X, DPDA).

L € £(3,DPDA)
~ (L(X,DPDA) ist unter Komplement abgeschlossen )
L={weX*||wl,=|wly=|w| oder w ¢ [a*b*c*]} € L(XZ, DPDA)

LNJa*b*c*] = {a™b"c" | n € N} € L(X,PDA)

Widerspruch zur Annahme, da {a™0"c" | n € IN} nicht kontextfrei ist.

Aufgabe 3
a)
i\j| 1 2 3 4 5
{B} |{S,A}| 0 |{S,A,C}|{S,C}
2 {A,C}| {B} |{S,C,A}|{S C}
3 {4,y {B} | {B}
4 {A,C} |{S,C}
5 {B}
b a a a b

~ baaab € L(Q)



Aufgabe 4

iNj] 1 3 1 5
L | {A,C}| {B} {B} |{S,C, A} |{S,C}
2 {A.ct{s.c}| {B} {B}
3 {B} {S, A} |{S,C}
4 {4,C} | {s,c}
5 {B}
a b a b

U

~ aabab € L(Q)

|

V=F|

if E then S else S |
if E then S A |
begin S B end |
repeat S B until F
V| true | false
x|y

LAle

;S B|e
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Aufgabe 1

a) G ist vom Typ 2, da P C N x X*.
G ist nicht vom Typ 3,da B — aD € P und C — Ca € P.

b) Sei die Typ-3-Grammatik G’ gegeben wie folgt:

— abB
— C'|aD
— aC'| e
— bD | ¢

Es gilt L(G") = L(G). Also ist L(G) vom Typ 3.

QAW

Aufgabe 2

a) Normierung von G:

1) Sei G’ gegeben durch

S - ASBC|e
A.B — A4,

¢CB — BC
AbB — AbAb
AbC — AbAC
AC — AA,

A, —a

Ab — b

A. —c

2) Ausgehend von G’ konstruieren wir G” wie folgt:

S — ABC |¢
AB — A A,
CB — (C'B
c'B — (C'B
C'B" — BB
BB — BC
AbB — AbAb
AbC — AbAC
AC — AA.

A, — a

Ab — b

A, — ¢

D

G" ist normiert, und es gilt L(G") = L(

).



b) Seien
— Y= {a}’

- Ea = {aa b7 C},
G S — B¢
B, — a

eine normierte Grammatik mit L(G;) = [a*] und
— ¢ P(X*) — P(X!) eine Substitutionsabbildung gemi ¢(a) = L(G").

Wir konstruieren nun G mit L(G) = ¢(L(G1)) = L(G")* = L(G)* wie folgt:

S — s

C — €

S’ —  B,S'

S’ — 9 PO

B, — Al

ca, — 0s  |h

Ca — aC

Cb — bC Py

Cc — cC

S —  ASBC } o
Aufgabe 3

a) Sei G = (N,X, P, S) eine Grammatik vom Typ 0. Wir konstruieren G' = (N', 3, P, S') mit
L(G") ={v | w € L(G), v Permutation von w}
wie folgt:

— N'=NU{C,Cy,C5, 5"}
— PP=P U {5 — C1C,5Cs}
U {Cea — aCy | a € X}
U {Cia — aC; | a € X}
J {aC’l—>C’1a|aEE}
U {aCib — bCia | a,b € X}
J {010203 — 6}

Idee: Das Kontrollsymbol Cs markiert einen Bereich bestehend aus Terminalsymbolen,
in dem sich C; beliebig aufhalten und benachbarte Terminalsymbole vertauschen kann.
Erhalten wir schliefllich in einer Ableitung C;C>C3 am Ende einer Satzform, so kénnen die
Kontrollsymbole geloscht werden, und iibrig bleibt eine Folge von Terminalsymbolen.

b) G’ ist in jedem Fall keine Typ-1-Grammatik, da die Definition der Typ-1-Grammatiken
Regeln etwa der Form C;CyC3 — ¢ ausschlieft.
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Aufgabe 1

Idee: Das Eingabewort wird, falls moglich, in zwei Hélften geteilt, woraufhin die linke Hélfte
geldscht wird. Beim Teilen werden die a’s der linken Hélfte durch b’s und simultan diejenigen der
rechten Halfte durch ¢’s ersetzt. Das Loschen der linken Hélfte erfolgt einfach durch Ersetzen des
am weitesten rechts stehenden b’s durch . Danach werden die ¢’s wieder durch a’s ersetzt, und
das Teilen beginnt von neuem. Akzeptiert wird die Eingabe schliellich, sobald noch genau ein a
iibrig geblieben ist.

Sei nun A = ({qo,q1,--- ,97,9¢}, {a},{a,b,¢,0}, g0, 0, {qr},0) € TM({a}) gegeben durch:

qQ a @1 b R Markiere linken Rand

g U gsg O N Wort wird akzeptiert

Q1 a g a N Ein weiteres a vorhanden

g2 a e a R Laufe bis zum rechten Rand

g2 U g3 U L Rechte Seite mit [ erreicht

G2 ¢ g3 c¢ L Rechte Seite mit c erreicht

g3 a ga ¢ L Markiere rechte Seite

Qs a g a N Noch nicht alles markiert

gs b 6 U R Alles markiert = 16sche linke Seite
g5 a g5 a L Laufe bis zum linken Rand

g b % b R Linken Rand gefunden

gs C g6 a R Aus ¢’s werden a’s

g U gr O L Alle ¢’s sind in a’s umgewandelt worden
qr a g a L Laufe zuriick zu erstem a

qr U o U R Kopf ist wieder auf erstem a

Aufgabe 2

Sei A = (Q,X,6,q0, F') € DFA(X), und sei A" = (Q U{qs}, X, X U {0}, g0, 1, {gr}, ") € TM(Z)
gegeben durch:

8 (q,a) ={(d(q,a),a,R)} firalleacX

/ _ {(Qf’DaR)} afallngF
5(q,D)—{ 0 Jallsg ¢ F

Der neue Endzustand ist notwendig, weil wir zur Erkennung sicherstellen miissen, dafl das Ein-
gabewort auf dem Turingband vollstindig gelesen wurde. Denn in einem endlichen Automaten
durchlaufen wir fiir eine Eingabe evtl. einen Endzustand, ohne dafl das Wort schliellich akzeptiert
wird. Die Turingmaschine dagegen akzeptiert, sobald sie sich in einem Endzustand befindet.

Es gilt L(A) = L(A).



Beweis:

w=ayas...a, € L(A)

:qn

A~ (g, w) €F
A 3G, 1 € Q.40 € F i 6(qo,01) = q1,0(q1,a2) = qay -+ 5 0(qn1,ar)
A g, 1 €Q,q0 € F o (qo,€,a1,0a0 ... a,) o (qr,a1,a0,a3. . .a,) o ..
(Gn-1,01 - .. Qp_1,an,€) Fo (¢, w,0,¢) Fo (g, wd, O, €)
A we LR
Aufgabe 3

Sei A = ({qo,qr}, {8}, {8%,0}, g0, 3, {qr}, 9) € TM({$}) gegeben durch:

6(g0,13) = {(0,5, L), (90, I, R) }
6(q07$) = {(va$’N)}
5((]f? D) = 5((]f? $) =0

Idee: 2 | rat“ nicht-deterministisch, wo sich das nicht-leere Eingabewort befindet.

Fa
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Aufgabe 1

Idee: 2 arbeitet nach dem Reifiverschluprinzip. Wir markieren auf dem Turingband jeweils
durch das Symbol | einen linken und einen rechten Rand und damit einen Bandbereich, den
die Turingmaschine schon untersucht hat. Nun werden abwechselnd der rechte und der linke
Rand nach auflen immer um ein Feld verschoben und der bereits untersuchte Bereich beidseitig
vergroflert.

Sei nun A = ({qo, q1,--- ,5,9¢}, {8}, {$,0, |}, 90,0, {gs},d) € 1-dTM gegeben durch:

g 3 g $ N $ gefunden = Wort wird akzeptiert
g U e | L Initialisiere rechte Randmarkierung
) g $ N $ gefunden = Wort wird akzeptiert
¢ O 2 | R Initialisiere linke Randmarkierung
g2 U 2 U R Laufe bis zum rechten Rand

7 | g3 U R Rechten Rand erreicht

g $ g $ N $ gefunden = Wort wird akzeptiert
gs O g | L Setze neue rechte Randmarkierung
qa O g O L Laufe bis zum linken Rand

qs | g5 O L Linken Rand erreicht

g $ g $ N $ gefunden = Wort wird akzeptiert
g O ¢ | R Setze neue linke Randmarkierung

Aufgabe 2

a) SeiA = (Q,%,T,q, 0, F,6) € TM(Z). Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~C Conf ()?
wie folgt:

(Q7 a7X7 ﬂ) ~ (q,7 a,7XI7/B,) :ﬂ

ql

XI

O"a’ oder o/ = "« fiir ein n € IN
B'0C™ oder 5" = B fiir ein n € IN

X pu—
o =
ﬂ =
Beispiel: (¢, 00ab, $, bc) ~ (g, dab, $, be)

Es gilt offensichtlich:

VK1, k2, Ky € Conf () : K1 o ke und Ky ~ K]
~ 3k, € Conf(A) : K| Fo K



Sei nun w € L(2A). Dann gilt:

[{[k]~ | & € Conf(R), |x| < s(|w])}]
= lsl~ | k€ Conf (), [s] = s(Jw])}
(¥) < 1QI - s(jw]) - [TV

Es existiert eine Berechnung v = (kg = k(w) bo K1 Fo ... Fa Kn), n € IN und &,
Endkonfiguration, mit bv(y) < s(Jw|) und 0.B.d.A. k; ¢ kj, ¢ # j. Wegen (*) gilt also
n < Q|- s(fw]) - [T,

Sei A = (Q, %X, T, q0,0, F,6) € TM(X) linear beschrinkt und p € IN\{0}, so daf fiir alle
w € L(A)\{e} gilt bvg(w) < p- |w]|. Sei
] IN— NN
T e p-n

Fiir alle Worter w € L(2)\{c} existieren also gem&fl Aufgabenteil a) eine Endkonfiguration
k und eine natiirliche Zahl n, so dafl

k(w)FE & und n < |Q|-p- |w|- TP

Sei A = (Q,%X,T,qo,0, F,6) € TM(X), und sei s : IN — IN eine Funktion, so daf fiir alle
Worter w € L(2) gilt bvg(w) < s(Jw|). Falls s berechenbar ist, so ist L(2) entscheidbar
wie folgt:

Fiir ein w € ¥* berechne s(Jw|) und untersuche die endlich vielen Berechnungen v =
(k(w) Fg ...) der Linge |Q| - s(Jw|) - |T[*(*D auf Endkonfigurationen.

1. Fall: Endkonfiguration vorhanden ~~ w € L(l)
2. Fall:  keine Endkonfiguration vorhanden ~~ w ¢ L(2)
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Aufgaben zur Klausurvorbereitung

Aufgabe 1
Seien «, 3 € RegE(X).

1) Konstruiere 2;,%ds € NFA(X), so dafi L(2;) = [«o] und L(2Ls) = [A].
(Thompson)

2) Konstruiere 2,2, € DFA(X), so dafl L(2(}) = L(2) und L(A}) = L(As).
(Potenzmengenkonstruktion)

3) Konstruiere A}, A, € DFA(X), so dal L(2A}) = L(A,) und L(2A,) = L(AL).

(Komplementierung der Endzustandsmenge)

4) Konstruiere die Produktautomaten 21} x AL, A7 x 2l € DFA(Y), so daf
LA} x AL) = L(AY) N L(A,Y) und L(A; x Ay) = L(AL) N L(AL).

5) Fiihre Lerheitstest durch:

LA x A =0
L2 x 2y) =0
6) [a] = [5] « Beide leer!
Korrektheitsbeweis:
[o] = 15]

A~ L) = L)

A L(A}) C L(Ap) und L(A) € L(AY)

A~ L(A) N L(A) = 0 und L(A7) N L(A3) =0

A~ LA x Ay) =0 und L(AL x AL) =0

Aufgabe 2
a) Die Aussage ist richtig. Wahle L, = {a,b}* und L. = {a"b" | n € IN}.

b) Die Aussage ist falsch. Angenommen, L. = L,. Dann gilt auch:

2 55

o

SESES

~ gL(X)

o
m 1l

Widerspruch!



Aufgabe 3

Idee: Die Automaten werden parallel durchlaufen. Dabei unterscheiden wir zwischen e-Schritten
und a-Schritten auf Seiten des Kellerautomaten.

Sei also A" = (Q X Q2, 2, 1,6, (g5, q2), Zo, F1 x F») € PDA(Z) gegeben durch:

5((Q1,QQ),G, Z) = {((q752(q27a))75) | (%B) € 51(q17a7 Z)} Va € X
0((q1,@),¢,2) = {((¢; @), ) | (¢,5) € b1(qr, ¢, Z)}

Aufgabe 4

a) Die Aussage ist falsch, denn:

VL C{a}*: {aa}* C L~ L{e,a} = {a}" € RegL({a})

Aber £ = {L C {a}* | {aa}* C L} ist iiberabzidhlbar. Denn es existiert eine Bijektion
f:P(N) — L gemiB

f(N) :={aa}* U{a®*""! | n € N}.

Und P(IN) ist iiberabzihlbar. Da es nur abziahlbar viele regulére Sprachen gibt, gilt schlief3-

lich:

dL € L: L ¢ RegL({a}) und L{e,a} = {a}"

b) Die Aussage ist richtig, denn:

DEDEDEPEDED

L € CFL(X)

3G € CFG(Z) : L(G) =L

3G € ONF(2): L(G) =L

3G = (N, %, P,S) € CNF(X) : L((N,S, P\{S — ¢}, 5)) = L\{e}
3G € ONF(S) : L(G) = L\{e}

3G € CFG(X) : L(G) = L\{e}

L\{e} € CFL(%)

c) Die Aussage ist falsch, denn:
Seien L € P(X*)\Lo(X) und f: IN\{0} — X*\ L eine surjektive Abbildung. Sei nun

L, :=YX"\{f(n)} € RegL(X)

fiir alle n € IN\{0}. Dann gilt (2, L, = L.



