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0.1 1. Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

1. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 1: (3 Punkte)

Konstruieren Sie (siehe Beweis von Lemma 1.10. der Vorlesung) zu dem unten graphisch angegebenen NEA mit
Wortübergängen eine äquivalenten ε-NEA.

ab ε

cabc

Aufgabe 2: (3 Punkte)

Konstruieren Sie (siehe Beweis von Lemma 1.12. der Vorlesung) zu dem unten graphisch angegebenen ε-NEA eine
äquivalenten NEA.

b

ε ε

a c b d

a

Aufgabe 3: (7 Punkte)

Es sei A := (Q,Σ, I,∆, F ) ein Transitionssystem. Die Schrittrelation A ⊆ (Q × Σ∗) × (Q × Σ∗) sei wie folgt
definiert:

(q, w) A (q′, v) genau dann, wenn es a ∈ Σ gibt mit w = av und (q, a, q′) ∈ ∆

Es sei ∗
A die reflexiv-transitive Hülle von A.

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) w ∈ L(A) genau dann, wenn für jedes q ∈ I und q′ ∈ F gilt: q w−→
A
q′.

(b) w ∈ L(A) genau dann, wenn

• w = ε und I ∩ F 6= ∅ oder

• es gibt q0 ∈ I, q1 ∈ Q, q2 ∈ F , a ∈ Σ und v ∈ Σ∗ mit w = av, q0
a−→
A
q1 und q1

v−→
A
q2.

(c) w ∈ L(A) genau dann, wenn es q0 ∈ I und q ∈ F gibt, so daß (q0, w) ∗
A (q, ε).
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0.2 2. Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

2. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 5: (6 Punkte)

Geben Sie einen DEA an, der zu folgendem NEA äquivalent ist. Verwenden Sie dazu die Konstruktion aus dem
Beweis von Satz 2.4.

$q_2$

$q_0$ $q_1$

$q_3$

$a, b$

$a$

$b$

$b$

$a, b$
$b$

$a$

Aufgabe 6: (4 Punkte)

Ein NEA A = (Q,Σ, I,∆, F ) heißt fast-deterministisch, falls es zu jedem q ∈ Q und jedem a ∈ Σ höchstens ein
q′ ∈ Q gibt mit (q, a, q′) ∈ ∆. Zeigen Sie: Zu jedem fast-deterministischen NEA gibt es einen äquivalenten DEA
mit höchstens |Q|+ 1 Zuständen.

Aufgabe 7: (8 Punkte)

Es sei A = (Q,Σ, I, δ, F ) ein DEA. Ergänzen Sie den Beweis von Lemma 2.9, indem Sie zeigen:

(a) Für alle {u, v} ⊆ Σ∗ und q ∈ Q gilt δ(q, uv) = δ(δ(q, u), v).

(b) Ist ∼k = ∼k+1, so ist ∼k = ∼A.

Aufgabe 8: (7 Punkte)

Berechnen Sie für folgenden DEA A die Äquivalenzrelation ∼A und geben Sie den Quotientenautomaten Ã (nach
Definition 2.10) an.

$b$ $a$

$b$$b$

$a$$a$ $b$

$a$

$a,b$

$a$

$b$

$q_2$

$q_5$$q_4$

$q_1$$q_0$

$q_3$
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0.2.1 zu Aufgabe 5:

Gesucht: DEAA′ mit L(A) = L(A′)

Weg: Konstruktion aus Satz??

A′ = (Q′, {a, b}, I ′, δ, F ′)

wobei fürq′ ∈ Q′ gilt: q′ ⊆ {q0, q1, q2, q3}

Wir berechnen zunächstδ :

q ∈ 2Q δ(q, a) δ(q, b)
1 {q0} {q1, q2} {q1}
2 {qi} {q3} {q1, q3}
3 {q3} {q2} {q0}
4 {q2} ∅ leere Menge ! {q0}
5 {q1, q2} {q3} = δ({q1}, a) ∪ δ({q2}, a) {q0, q1, q3}
6 {q1, q3} {q2, q3} {q0, q1, q3}
7 {q2, q3} {q2} {q0}
8 {q0, q1, q3} {q1, q2, q3} {q0, q1, q3}
9 {q1, q2, q3} {qirgendwas...} {q0, q1, q3}
10 ∅ ∅ ∅

I ′ = ({q0} = {I} d. NEAs

F ′ = 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9 = q ∈ Q′ | q ∩ F 6= ∅

0.2.2 zu Aufgabe 6:

Es sei

A = (Q,Σ, I︸︷︷︸
z.B{q0}

,∆, F )

ein fast deterministischer NEA.

Wir definierenA′ = (Q ∪ {↓},Σ, I, δ, F ), wobei

δ(q, a) = q′ gdw.

• (q, a, q′) ∈ ∆ oder

• es gibt keinq′′ ∈ Q mit (q, a, q′′) ∈ ∆ undq′ =↓.

Insbesondere istδ(↓, a) =↓ für jedesa ∈ Σ.

Behauptung:

1. A′ ist DEA.

2. L(A) = L(A′).
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zu1:

1. A′ ist NEA, daA′ endlich viele Zustände hat.

2. Angenommen, es gäbeq′ 6= q′′, a ∈ Σ mit δ(q, a) = q′ undδ(q, a) = q′′.

DaA fast deterministisch, ist{q′, q′′} ≤ Q nicht möglich.

Es müssteq =↓ oderq′′ =↓, aber das ist nach Definition vonδ nicht möglich.

3. laut Definition vonδ istA′ vollständig, d.h. zu jedemq ∈ Q∪{↓}, a ∈ Σ gibt esq′ ∈ Q∪{↓}
mit δ(q, a) = q′. Also istA′ DEA.

zu2:
w ∈ L(A)⇒ w ∈ L(A′), daδ eine Erweiterung von ???∆ und End- und Anfangszustände vonA′

undA sind gleich.
Seiw ∈ L(A′), d.h. es gibt Pfadq0︸︷︷︸

∈I

ω−→A′ qn ∈ F .

Der Zustand↓ kann nicht auf diesem Pfad liegen:

• ↓6∈ I

• ↓6∈ F

• und da es keinq ∈ Q gibt: δ(↓, a) = q, kann↓ auch nicht in der Mitte dieses Pfades liegen.

Also gibt es Pfadq0
ω−→ qn auch inA, d.h.ω ∈ L(A).

0.2.3 zu Aufgabe 7:

SeiA = (Q,Σ, I, δ, F ) ein DEA.

1. a.)ZuZeigen: Für alleu, v ∈ Σ∗ undq ∈ Q gilt

δ(q, uv) = δ(δ(q, u), v)(*)

Beweis: Per Induktion über|v|.

Ind.Anf. : |v| = 0, d.h.v = ε

δ(q, uv) =︸︷︷︸
v=ε

δ(q, u) =︸︷︷︸
Def2.3

δ(δ(q, u, ε)) =︸︷︷︸
v=ε

δ(δ(q, u), v).

Ind.Schritt : Ind.Vor. Es gelte (*) für allev ∈ Σ∗ mit |v| ≤ n.
ZuZeigen: Dann gilt (*) für allev ∈ Σ∗ mit |v| = n+ 1.
Sei alsov = ωa mit |ω| ≤ n unda ∈ Σ.

δ(q, uωa) =︸︷︷︸
Def2.3

δ(δ(q, uω), a) =︸︷︷︸
Ind.V or.

δ(δ(q, u), ω), a) =︸︷︷︸
Def2.3

δ(δ(q, u), ωa)

.
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2. b.)ZuZeigen:Ist∼=k=∼=k+1, so ist∼=k=∼=A.
Beweis:Es sei∼=k=∼=k+1.
“⊇“ Wir zeigen, dass∼=A⊆∼=k per Induktion überl.

Ind.Anf. : Seil = 0 undp ∼=A q, so gilt

(p ∈ Fgdw.q ∈ F )

[sonst wäreε ∈ L(Ap) undε] und damitp ∼=0 q.

Ind.Schritt : Es gelte∼=A⊆∼=l′ für alle l′ ≤ l.
Dann ist∼=A⊆∼=l+1, denn :
Seip ∼=a q. Laut Ind.Vor. giltp ∼=l p.
Angenommen, es gibta ∈ Σ.

δ(p, a) 6∼=l δ(q, a)

Dann wäre (Lt. Ind.Vor.)δ(p, a) 6∼=A δ(q, a). D.h. es gibtω ∈ Σ∗.
(O.B.d.A.)ω ∈ L(Aδ(p,a)) undω 6∈ L(Aδ(q,a)). Also istaω ∈ L(Ap) undaω 6∈ L(Aq).
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0.3 3. Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

3. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 9: (8 Punkte)

Es sei Σ = {a, b, c}. Geben Sie NEAs A1, A2 an mit

(a) L(A1) = {w ∈ Σ∗ | (|w|a ist ungerade und |w|b ist gerade) oder es gibt u, v ∈ Σ∗ mit w = ucccv}

(b) L(A2) = {w ∈ Σ∗ | (es gibt u, v ∈ Σ∗ mit w = ubabcv und es gibt u, v ∈ Σ∗ mit w = ucccv) und
es gibt kein u ∈ Σ∗ mit w = au}

Aufgabe 10: (10 Punkte)

Für n ≥ 1 sei der Automat An wie folgt gegeben:

q0 q1 q2 q3
a a,b a,b a,b a,b

a,b

qn

(a) Beschreiben Sie L(An).

(b) Geben Sie einen zu A3 äquivalenten DEA A′ an und berechnen Sie zu A′ den Quotientenautomaten Ã′ und
den reduzierten DEA A′red.

(c) Beweisen Sie, daß jeder zu An äquivalente DEA mindestens 2n Zustände hat, indem Sie zeigen,

• daß für je zwei Wörter x, y ∈ {a, b}n gilt: Aus x 6= y folgt x 6∼=L(An) y

• und dann Lemma 2.15.4 anwenden.

Aufgabe 11: (6 Punkte)

Der ε-NEA A sei wie folgt gegeben:

q0

q3 q4

q2q1

a

b

a,b

ε

b

a
a

a

(a) Konstruieren Sie einen zu A äquivalenten DEA A′.

(b) Geben Sie den zu A′ reduzierten DEA Ared an.
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0.3.1 zu Aufgabe 9

a)

a,b,c

c

a a

b

b

c
c

c c

a a

b

b

c c
c c

10

00

11

01

C

C

C

1

2

3
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b)

a b

b,c

b

c
c

c c b a b c

a b c c c c

c

Σ
Σ

ΣΣ

Σ

Σγ

0.3.2 zu Aufgabe 10

Fürn ≥ 1 seiAn gegeben

a)

L(An) = {ω ∈ {a, b}∗ | ω hat an n-letzter Stelle eina} = {ω ∈ {a, b}∗ | ∃u ∈ Σ∗, v ∈
Σ∗ mit ω = uav und|v| = n− 1}

b)

q δ(q, a) δ(q, b)
000 0 0, 1 0
001 0, 1 0, 1, 2 0, 2
010 0, 2 0, 1, 3 0, 3
100 0, 3 0, 1 0
011 0, 1, 2 0, 1, 2, 3 0, 2, 3
101 0, 1, 3 0, 1, 2 0, 2
110 0, 2, 3 0, 1, 3 0, 3
111 0, 1, 2, 3 0, 1, 2, 3 0, 2, 3
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a

a

a
a

a

a

b

b

b

b

b

b

000

001 011

010 101 111

100 110

a

Gesucht:∼A⇒ Berechne∼0,∼1,∼2, . . .

∼0 Klassen{000, 001, 010, 011} {100, 101, 110, 111}

∼1 Klassen{000, 001}, {010, 011} {100, 101}, {110, 111}

∼1 Klassen{000}, {001}, {010}, {011} {100}, {101}, {110}, {111}

Fertig, feiner geht es nicht. Der gemalte ist der reduzierte!

c)

z. z: Jeder zuAn äquivalente DEA hat mind.2n Zustände.

Für je zwei Wörterx 6= y mit x, y ∈ {a, b}n gilt: x 6∼=L(An) y Seix 6= y mit x, y ∈ {a, b}n. Das
heißt fürai, bi ∈ {a, b} lassen sichx, y schreiben als

x = a1 . . . an

y = b1 . . . bn

Da x 6= y ist, gibt esi ∈ {1, . . . , n} mit ai 6= bi. oBdA seiai = a und bi = b Damit ist
x · bi−1 ∈ L(An), y · bi−1 /∈ L(An) Daher istx 6∼=L(An) y. Dax, y beliebig gewählt wurden, gibt es
mind. 2n ∼=L(An)-Klassen (2n ist Anz. der Wörter aus{a, b}). Mit Lemma?? hat jeder DEA, der
zuAn äquivalent ist, mind.2n Zustände.

DEA A′: nach Potenzmengenkonstruktion
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a,b

a

b

b

b

a b

a

1,2

  3   4   0

a,b

3  4

Minimal:

∼0-Klasse{12}, {0, 3, 4, 34, ∅}

∼1-Klasse{12}, {0}, {3, 4, 34, ∅}

∼2-Klasse{12}, {0}, {3, 4, 34, ∅}

a

b
a,b

a,b

K

K

K2

1

3

Da alle Zustände iñA erreichbar istAred := Ã
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0.4 4.Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

4. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 12: (8 Punkte)

Es sei folgender NEA A gegeben:

c

d

a,b

b,c

c

d

c

a

a

Geben Sie für jedes w ∈ {adc, cda, bcdc, acdc} alle Zerlegungen w = xyz mit x, z ∈ Σ∗, y ∈ Σ+ an, so daß für alle
k ∈ IN gilt: xykz ∈ L(A). Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 13: (6 Punkte)

Es sei L := {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|b}.

Wenden Sie den Satz von Nerode (Satz 2.18 der Vorlesung) an, um nachzuweisen, daß L nicht erkennbar ist.

Aufgabe 14: (6 Punkte)

Es sei L wie in Aufgabe 13 gegeben. Wenden Sie die verschärfte Version des Pumping-Lemmas (Lemma 3.5 der
Vorlesung) an, um nachzuweisen, daß L nicht erkennbar ist.

Aufgabe 15: (4 Punkte)

Kann man das Pumping-Lemma auch anwenden, um von einer Sprache L ⊆ Σ∗ nachzuweisen, daß L erkennbar
ist? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 16: (Zusatzaufgabe:1 4 Punkte)

Es sei A ein NEA mit n Zuständen und L = L(A). Zeigen Sie: L ist unendlich genau dann, wenn es ein w ∈ L gibt
mit |w| ≥ n.

Folgt aus dieser Aussage, daß für eine durch einen NEA gegebene Sprache entscheidbar ist, ob sie unendlich ist?

1Für Zusatzaufgaben gibt es die angegebene Punktzahl, allerdings wird diese nicht zu den insgesamt erreichbaren Punkten

dazugerechnet.
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Hier fehlt noch die Musterlösung der 4. Übung
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0.5 5.Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

5. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 17: (5 Punkte)

Vervollständigen Sie den Beweis von Satz 4.1.3. der Vorlesung, indem Sie zeigen, daß für den Produktautomaten
A von A1 und A2 gilt: L(A) = L(A1) ∩ L(A2).

Aufgabe 18: (7 Punkte)

Es sei Σ = {a, b, c}. Verwenden Sie die Konstruktionen aus Satz 4.1., um einen Automaten für L := L1 ∩ L2 ∩ L3

anzugeben, wobei

L1 := {w ∈ Σ∗ | es gibt u, v ∈ Σ∗ mit w = ubcv}
L2 := {w ∈ Σ∗ | es gibt u, v ∈ Σ∗ mit w = uccv}
L3 := {w ∈ Σ∗ | es gibt u ∈ Σ∗ mit w = au}

Aufgabe 19: (6 Punkte)

Motivation: Um zu einem NEA A einen Automaten für L(A) zu konstruieren, wurde im Beweis von Satz 4.1.2
zunächst ein zu A äquivalenter DEA konstruiert, bei dem dann End- mit Nichtendzuständen vertauscht wurden.
Überzeugen Sie sich, daß das Determinisieren tatsächlich nötig ist.

Für einen NEA A = (Q,Σ, q0,∆, F ) definieren wir

Â := (Q,Σ, q0,∆, Q \ F ).

Geben Sie NEAs A1 und A2 an mit

(a) L(Â)L(A).

(b) L(Â) ∩ L(A) 6= ∅.

Tip: Es gibt derartige Automaten mit drei Zuständen

Aufgabe 20: (6 Punkte)

Geben Sie zu jedem der regulären Ausdrücken ri einen NEA Ai an mit L(Ai) = L(ri):

(a) r1 = (ab)∗

(b) r2 = (a · (b+ c) · a∗) + a∗

(c) r3 = (bb+ cc∗)∗
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0.5.1 zu Aufgabe 12+5:

[»Wiederholung der Definition aus Satz??«]

zu zeigen: L(A) = L(A1) ∩ L(A2).

Beweis: "⊆" Seiw ∈ L(A)

• Fallsw = ε, so ist(q01, q02) ∈ F1 × F2, d.h. q01 ∈ F1 undq02 ∈ F2, daher gilt
ε ∈ L(A1) ∩ L(A2).
• Fallsw = a1 . . . an mit ai ∈ Σ, so gibt es einen Pfad inA:

(q01, q02) a1−→ (q11, q12) a2−→ (q21, q22) . . . an−→ (qn1, qn2)

Laut Definition von∆ ist offensichtlich

q0i
a1−→ q1i

a2−→ q2i . . .
an−→ qni

akzeptierter Pfad fürw in Ai (für i ∈ {1, 2}), daher istw ∈ L(A1) ∩ L(A2).

"⊆" Seiw ∈ L(A1) ∩ L(A2), d.h.w ∈ L(A1) undw ∈ L(A2).

• Fallsw ∈ ε, so istq01 ∈ F1, q02 ∈ F2, also ist(q01, q02 ∈ F1×F2) undw ∈ L(A).
• Fallsw = a1 . . . an mit ai ∈ Σ, dann gibt es akzeptierte Pfade

q0i
a1−→ q1i

a2−→ q2i . . .
an−→ qni

für i ∈ {1, 2} in Ai. Daher ist:

(q01, q02) a1−→ (q11, q12) a2−→ (q21, q22) . . . an−→ (qn1, qn2)

akzeptierter Pfad fürw in A, also istw ∈ L(A).

A1 mit L(A1) = L1 A2 mit L(A2) = L2
b cp p p1 2 3

Σ Σ

c
1 2 3

Σ Σ

q q qc

DEA
A3 mit L(A3) = L3 A3 mit L(A3) = L3

1

2

3

Σ

Σ

r

a

b,c

r

r

1r

a

b,c

r 2

Σ

Σ

3r

(ohner2: NEA reicht; mitr2: DEA auch ok)

0.5.2 zu Aufgabe 13+5:

ProduktautomatA für A1 undA2
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p1

qq1 q2 3

Σ

p3

p2

Σ Σ

c c

c

cc

c

c

b b

Σ

E

A mit L(A) = L1 ∩ L2
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0.6 6.Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

6. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 21: (8 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussage:
Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gibt es ein n ∈ IN, so daß gilt: jedes Wort w ∈ L mit |w| ≥ n läßt sich
zerlegen in w = xyz mit

• y 6= ε,

• |xy| ≤ n und

• xykz ∈ L für alle k ∈ IN.

Tip: Diese Aussage folgt leicht aus dem Pumping-Lemma in verschärfter Form (Lemma 3.5), man kann den Beweis
aber auch analog zum Beweis des Pumping-Lemmas in einfacher Form (Lemma 3.1) führen.

Aufgabe 22: (9 Punkte)

Es sei Σ = {a, b, c}. Geben Sie für jede der folgenden Sprache Li einen regulären Ausdruck ri an mit Li = L(ri).
Erklären Sie die Wahl Ihrer regulären Ausdrücke ri.

(a) L1 = {w ∈ Σ∗ | w beginnt mit a und |w|b ist gerade }

(b) L2 = {w ∈ Σ∗ | es gibt u, v ∈ Σ∗ mit w = ubabcv und es gibt u, v ∈ Σ∗ mit w = ucccv und
es gibt kein u ∈ Σ∗ mit w = au}

(c) L3 = {w ∈ Σ∗ | es gibt kein u, v ∈ Σ∗ mit w = uaav}

Aufgabe 23: (7 Punkte)

Verwenden Sie die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 5.5 (Satz von Kleene) und das Lemma 5.7 (Arden-
Lemma), um einen regulären Ausdruck r anzugeben, der die von dem folgenden Automaten A akzeptierte Sprache
repräsentiert (das heißt, es soll L(r) = L(A) gelten).

p

r

qa b

a

b

a

b

Aufgabe 24: (Zusatzaufgabe: 8 Punkte)

Es sei Σ gegeben. Geben Sie eine geeignete Datenstruktur für DEAs und ein Verfahren an, das für einen in dieser
Datenstruktur repräsentierten DEA A und ein Wort w ∈ Σ∗ entscheidet, ob w ∈ L(A) gilt und dessen Laufzeit in
O(|w|) ist.

Beachten Sie, daß die Laufzeit des Verfahrens unabhängig von der Anzahl der Zustände und der Anzahl der
Endzustände sein soll.
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0.6.1 zu Aufgabe 21:

Wir zeigen, daß diese Aussage Konsequenz des Lemmas 3.5 ist.

Beweis: SeiL ⊆ Σ∗ erkennbar undn ∈ I −N Pumpkonstante fürL nach Lemma 3.5. Seiw ∈ L
mit |w| ≥ n beliebig. Wir zerlegenw = uvw′ mit

• u = ε

• |v| = n (damit ist|v| ≥ n)

• undw′ derart, daßw = uvw′ gilt.

Mit Lemma 3.5 gibt es eine Zerlegung vonv in v = xyz mit |y| ≥ 1 unduxykzw′ = xykzw′ ∈ L
für allek ∈ I −N .

Da |v| = n und xyz = v, gilt |xy| ≤ n. Also ist w = xyz′ mit z′ = zw′. Zerlegung der
gewünschten Form, d.h.xykz′ ∈ L, für allek ∈ I −N , |xy| ≤ n, y 6= ε.

0.6.2 zu Aufgabe 22:

1. r1 = a · ((a+ c) + (a+ c)∗b(a+ c)∗b(a+ c)∗)∗

2. r2 = (b+c) ·(Σ∗babcΣ∗ccc+Σ∗babcccΣ∗+Σ∗cccΣ∗babcΣ∗)+babcΣ∗cccΣ∗+babcccΣ∗+
cccΣ∗babcΣ∗

3. Idee: Zerlegew ∈ L3 folgendermaßen:

(b+ c)∗ (a(b+ c)(b+ c)∗ a(b+ c)(b+ c)∗ a oderε

r3 = (b+ c)∗ · (a(b+ c)(b+ c)∗)∗ · (ε+ a)

0.6.3 zu Aufgabe 23:

(1)Lp = aLp ∪ bLq ∪ {ε}

(2)Lq = bLr ∪ aLp ∪ ∅

(3)Lr = aLr ∪ bLp ∪ ∅

(3) liefert mit Ardenlemma (AL)

(3’) Lr = a∗bLp

(3’) in (2) einsetzen:

(2’) Lq = ba∗bLp ∪ aLp
(2’) in (1) einsetzen:

Lp = aLp ∪ b(ba∗bLp ∪ aLp) ∪ {ε}

umformen liefert

Lp = aLp ∪ bba∗bLp ∪ baLp ∪ {ε} = (a ∪ bba∗b ∪ ba)Lp ∪ {ε}

AL auf (1’) anwenden liefert:



0.6. 6.ÜBUNG 19

Lp = (a ∪ bba∗b ∪ ba)∗ · {ε} = (a ∪ bba∗b ∪ ba)∗

Also ist r regulärer Ausdruck, derL(A) repräsentiert.

r = (a+ bba∗b+ ba)∗

0.6.4 zu Aufgabe 24:

Weg:

• Zustände nicht als Menge/Liste darstellen sondern als Array

• Direkter Zugriff auf Anfangszustände

• Flag für Endzustand

Automat q0 q1 qn
Endzustand 0/1 0/1 0/1

a1q01 a1q11

a2q02

amq0m amq1m

Automat[i, 0] =
{

1 falls qi ∈ F
0 falls qi /∈ F

j ≥ 1

Automat[i, j] = k falls (qi, aj , qk) ∈ δ

procedure test (w)

q:=0

while w 6= ε DO

a:= erster-Buchstabe(w);

q:= Automat[q,a];

w:= ohne-ersten-Buchstaben(w);

ENDO;

RETURN Automat[q,0];
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0.7 7.Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

7. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Im Folgenden steht u −→ v1 | · · · | vn für die Folge von Produktionen u −→ v1, . . . , u −→ vn.

Aufgabe 25: (15 Punkte)

Betrachten Sie die Grammatik G0 = ({S, T, U, V,R}, {a, b}, P0, S) mit P1 = { S −→ ε | aSb | T | R
T −→ bbT | U
U −→ aaU | bbT
V −→ bSa

R −→ bSa | ε}

(a) Geben Sie zu G0 alle nicht-terminierenden und unerreichbaren Zustände an und geben Sie eine zu G

äquivalente reduzierte Grammtik G1 an.

(b) Geben Sie zu G1 ein äquivalente Grammatik G2 an, die keine Regeln der Form A −→ ε für A ∈ N \ {S}
enthält.

(c) Falls ε ∈ L(G2) ist, so geben Sie zu G2 eine äquivalente Grammatik G3 an, die die Produktion S3 −→ ε für
das Startsymbol S3 von G3 enthält und in deren Produktionen S3 nicht auf der rechten Seite auftaucht.

Sonst sei G3 = G2.

(d) Geben Sie zu G3 eine äquivalente Grammatik G4 an, die keine Produktionen der Form A −→ B mit
Nichtterminalsymbolen A,B enthält.

(e) Geben Sie zu G4 eine äquivalente Grammatik G5 in Chomsky Normalform an.

Aufgabe 26: (9 Punkte)

Im Folgenden haben wir drei Grammatiken angegeben. Geben Sie zu jeder dieser Grammatiken Gi

• das maximale i an, so daß G eine Grammatik vom Typ-i ist und

• das maximale j an, so daß L(G) eine Typ-i Sprache ist und beschreiben Sie L(G).

Begründen Sie Ihre Antworten (unbegründete Antworten werden mit 0 Punkten bewertet).

(a) G1 = ({S, S1, S2}, {a, b}, P1, S) mit P1 = { S −→ S1a | aS1 | bS | Sb | ε
S1 −→ S2a | aS2 | bS1 | S1b

S2 −→ Sa | aS | bS2 | S2b}

(b) G2 = ({S, S1, S2}, {a, b}, P2, S) mit P2 = { S −→ S1 | ε
S1 −→ ab | aS2b

aS2 −→ aaS2b | a}

(c) G3 = ({S, T}, {a, b}, P3, S) mit P3 = { S −→ aSb | aTb | ε
aTb −→ T | S}
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0.7.1 zu Aufgabe 25:

1. Zuerst terminierende Symbole berechnen:
T1 = {S,R}
T2 := T1 ∪ {V } | V → aSb, S ∈ T1

T3 := T2

G′0 := ({S,R, V }, Σ︸︷︷︸
{a,b}

, P ′0, S)

P ′0 = {S → ε | aSb | R V → bSaR→ bSa | ε}
Erreichbare Symbole berechnen:
E0 := {S}
E1 := E0 ∪ {R}
E2 := E1 ∪ ∅ = E1

G1 = ({S,R},Σ, P1, S)
P1 = {S → ε | aSb | R,R→ bSa | ε}.

2. N1 = {S,R} = N2

G2 = ({S,R},Σ, P2, S)
P2 = {S → ε | aSb | R | ab︸︷︷︸

daS∈Nk undS→aSb∈P1

R→ bSa | ba︸︷︷︸
S∈Nk undR→bSa∈P1

}.

3. G2 ist noch nichtε-frei, daS → ε ∈ P2 undS auf einer rechten Produktionsseite auftaucht.
G3 = ({S3, S, R},Σ, P3, S3)
P3 = {S3 → S | ε, S → aSb | R | ab,R→ bSa | ba}
Damit istG3 ε-frei.

4. In G3 gibt es Kettenregeln, z.B.S → R.
N(S3) = {S3, S, R} N(R) = {R} N(S) = {S,R}
G4 = ({S3, S, R},Σ, P4, S3)
P4 = {S3 → aSb|ab︸ ︷︷ ︸

vonS∈N(S3)

| bSa|ba︸ ︷︷ ︸
R∈N(S3)

| ε︸︷︷︸
S3∈N(S3)

S → aSb|ab|bSa|ba
R→ bSa|ba}.

5. G5 in Chomsky-NormalForm
G5 = ({S3, S, R}, Xa, Xb,Σ, P5, S3)
P5 = {Xa → a,Xb → b S3 → A SB︸︷︷︸

Cb

S3 → XaCb|XaXb|XaCa|XbXa|ε

S → XaCb|XaXb|XaCa|XbXa

Cb → SXb, Ca → SXa

R→ XbCa|XbXa}.

0.7.2 zu Aufgabe 26:

1. • G1 ist nicht Typ-3, daS → S1a nicht von der FormA→ nB mit n ∈ Σ∗, B ∈ N .
G1 ist vom Typ-2, da jede linke Regelseite nur aus einem Nichtterminalsymbol besteht.

• Beh: L(G1) = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a ist Vielfaches von 3}
"⊆": Seiw ∈ L(G1)
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– Für alleu ∈ (Σ ∪N)∗ mit S
∗

G̀1
u gilt |u|N︸︷︷︸

=1

– Daw ∈ L(G1), gibt es also Ableitung der Form

S
G̀1
u1Ŝ1v1

G̀1
u2Ŝ2v2 . . .

G̀1
unŜnvn

G̀1
w

mit ui, vi ∈ Σ∗ und

∗ falls Ŝi = Ŝi+1 |uivi|a = |ui+1vi+1|a
∗ falls Ŝi 6= Ŝi+1, so istŜi = S undŜi+1 = S oder

Ŝi = S1 , Ŝi+1 = S2

Ŝi = S2 , Ŝi+1 = S

und|uivi|a + 1 = |ui+1vi+1|a undŜn = S
⇒ |w|a Vielfaches von 3.

"⊇": Seiw ∈ {a, b}∗ mit |w|a Vielfaches von 3.

– fallsw = ε, so istw ∈ L(G1)

– fallsw = a1 . . . an mit ai ∈ {a, b} mit n ≥ 1

S
G̀1
w1Ŝ1

G̀1
w2Ŝ2 . . .

G̀1
wn

mit wi = a1 . . . ai und

Ŝi =

⇒ w ∈ L(G1).

Wir wissen, dassL(G1) Typ-3-Sprache, da wir NEA und regulären Ausdruck für
L(G1) aus der Übung kennen.

2. • G2 ist nicht Typ-2 wegenaS2 → a in P2

G2 ist nicht Typ-1, daaS2 → a nicht von der FormuNv → uwv, wobeiu, v ∈ (Σ∪N)∗

und|w| ≥ 1
Also istG2 Typ-0-Grammatik.

• “Offensichtlich” istL(G0) = {anbn | n ≥ 0}, und dies ist bekannterweise vom Typ-2.

3. • G3 ist keine Typ-1-Grammatik wegen

a︸︷︷︸
u

T︸︷︷︸
N

b︸︷︷︸
v

→ T︸︷︷︸
u?wv?

|w| ≥ 1

Also Typ-0-Grammatik.

• DaL(G3) = {anbn | n ≥ 0} gilt, ist L(G3) Typ-2-Sprache.
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0.8 8.Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

8. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 27: (4 Punkte)

Im Beweis von Satz 8.6. werden, um zu einer kontextfreien Grammatik eine äquivalente reduzierte Grammatik zu
konstruieren, zuerst die nichtterminierenden Symbole entfernt und danach die unerreichbaren.

Geben Sie eine (nicht-reduzierte) Grammatik an, die ein Beispiel dafür ist, daß das Vorgehen in umgekehrter
Reihenfolge (erst unerreichbare, danach nichtterminierende Symbole entfernen) nicht zu einer reduzierten Grammatik
führen muß.

Aufgabe 28: (6 Punkte)

Betrachten Sie die Grammatik G = ({S,U,X, T, V,W, Y,D,E,A,B,C},Σ, S, P ) mit Σ = {a, b, c} und

P = { S −→ UT | VW U −→ XB | AB X −→ AU

T −→ TC | c V −→ AV | a W −→ BY | BC
Y −→ WC D −→ BC | BB | b E −→ AB | AA
A −→ a B −→ b C −→ c}

.

Verwenden Sie den CYK-Algorithmus (mit der Matrix-Notation aus der Vorlesung), um für die folgenden Wörter
wi zu entscheiden, ob wi ∈ L(G) ist.

(a) w1 = aabcc

(b) w2 = aabbcc

Aufgabe 29: (6 Punkte)

Welche der folgenden Sprachen Li ist kontextfrei? Zur Begründung Ihrer Antwort sollten Sie das Pumping-Lemma
für kontextfreie Sprachen verwenden oder eine entsprechende kontextfreie Grammatik angeben.

(a) L1 = {ambncpdq ∈ {a, b, c, d}∗ | m,n, p, q ∈ IN und m+ n = p+ q}

(b) L2 = {ambn ∈ {a, b}∗ | m,n ∈ IN und m2 = n}

Aufgabe 30: (6 Punkte)

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen (damit Sie die regulären Ausdrücke nicht vergessen):

(a) L(∅∗) = ∅

(b) für alle regulären Ausdrücke r1, r2 gilt: L((r∗1 + r∗2)∗) = L((r1 + r2)∗)

(c) für alle regulären Ausdrücke r1, r2 gilt: L(r∗1 · r∗2) = L((r1 · r2)∗)

Aufgabe 31: (6 Punkte)

Geben Sie einen Kellerautomaten A an mit L(A) = {a2nbn | n ∈ IN}.
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0.8.1 zu Aufgabe 27:

G = ({S, T, V,W}, {a, b}, P, S) mit P = {S → T |a, T → VW, V → b}

• Erreichbare Symbole (anstatt sich zuerst um die Nichtterminalsymbole zu kümmern)

E0 = {S}, E2 = {S, T}, E2 = {S, T, V,W} = N

⇒ alle Nichtterminalsymbole sind erreichbar.

• Terminierende Symbole

T1 = {S, V }, T2 = T1 fertig!

⇒ G′ := ({S, V }, {a, b}, {S → a;V → b}
DaV in G′ nicht erreichbar ist, istG′ tatsächlich nicht reduziert.

0.8.2 zu Aufgabe 28:

a) CYK-Algorithmus aufw1 = aabcc

1 2 3 4 5
1 A, V E, V X S ∅
2 \ A, V U,E S S
3 \ \ B,D W,D Y
4 \ \ \ T,C T
5 \ \ \ \ T,C

a a b c c

⇒ w1 6∈ G

b) CYK-Algorithmus aufw1 = aabbcc

1 2 3 4 5 6
1 A, V E, V X U S S
2 \ A, V U,E ∅ ∅ S
3 \ \ B,D D ∅ W
4 \ \ \ B,D D,W Y
5 \ \ \ \ T,C T
6 \ \ \ \ \ T

a a b b c c

⇒ w2 ∈ G

0.8.3 zu Aufgabe 29:

a) L1 = {anbmcpdq|n+m = n+ q}
{xnyn|n ≥ 0} ist kontexfrei

L1 ist auch kontextfrei, dennL1 = L(G1) mit G1 = ({S, S1, S2, S3}{a, b, c, d}, P, S)
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P = {S → aSd|S1|S2|S3|ε
S1 → bS1d|S3|ε(n < q)
S2 → aS2c|S3|ε(n > q)
S3 → bS3c|ε}

Es gilt:L1 = L(G1), denn

“⊇” S
∗
` w mit w ∈ (Σ ∪N)∗ dann:

w = uTv mit T ∈ N undu, v ∈ Σ∗ und |u| = |v| undu ∈ L(a∗b∗) undv = L(c∗d∗)
undT → ε für alleT ∈ N
⇐ für w ∈ Σ∗ w ∈ L(G1)⇐ w ∈ L1

“⊆” Seiw ∈ L1 mit w = anbmcpdq mit n+m = p+ q

Dann gibt es fürw folgendeG1 Ableitung:

n < q S
∗

G̀1
anSdn

G̀1
anS1d

n
∗

G̀1
anbn−qS1d

q

G̀1
anbq−nS3d

q
∗

G̀1
anb(n−q+p)=mS3c

pdq
G̀1

anbmcpdq

n > q Anlog zun > q

n = q :-)

b) L2 = {ambm2 |m ≥ 0} ist nicht kontextfrei.

Angenommen,L2 wäre kontextfrei:

Sein0 ∈ N eine ausreichende große Pumpkonstante fürL2.

Wählez = an0bn
2
0 ∈ L

Da |z| ≥ n0, gibt es laut “Pumping-Lemma für kontextfreie Sprchen” eine Zerlegungz =
uvwxy mit |vwx| ≤ n0 |vx| ≥ 1 unduvkwxky ∈ L für allek ∈ N
Beonachtung: DaL2 ⊆ (a∗b∗) mußv,X ∈ L(a∗ + b∗) sein.

1. Fall v = al mit l ≥ 1

• Fallsx ∈ a∗, so istuv2wx2y = an0+l′bn
2
0 mit l′ ≥ l ≥ 1, also istuv2wx2y 6∈ L2.

• Fallsx ∈ b+, d.h. x = br für r ≥ 1. Dann istuvkwxky = an0+k·lbn
2
0+k·r und es

gibt k̂ mit (u+ k̂ · l)2 6= (n2
0 + k̂ · r)⇐ uvk̂wxk̂y 6∈ L2

2. Fall v = bl mit l ≥ 1⇐ x ∈ b∗
⇒ uv2wx2y = abn

2
0+l′ mit l′ ≥ l ≥ 1

⇒ uv2wx2y 6∈ L2

⇒ Eine Zerlegung der gewünschten Form gibt es nicht fürZ
⇒ L2 ist nicht kontextfrei

3. Fall v = ε

{
x ∈ a+ → analog zu 1. Fall
x ∈ b+ → analog zu 2. Fall

0.8.4 zu Aufgabe 30:

a) L(∅∗) ?= ∅

Daε ∈ L(r∗) für jeden regulären Ausdruckr

L∗ =
⋃
i∈N L

i, {ε} = L0 für alleL ⊆ Σ∗ Also istL(∅∗) = in{ε} 6= ∅
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b) L((r∗1 + (r∗2)∗) = L((r1 + r2)∗)

Stimmt, denn:

“⊆” Wennw ∈ L((r∗1 + r∗2)∗) ist, dann istw = w1 . . . wn mit wi ∈ L(r∗1) oderwi ∈ L(r∗2)
für alle1 ≤ i ≤ n

⇐ wi ∈ L((r1 + r2)∗) für alle1 ≤ i ≤ n

⇐ w ∈ L((r1 + r2)∗)

“⊇” DaL(rj) ⊆ L(r∗j ) für jedesj ∈ {1, 2}, gilt L((r1 + r2)∗) ⊆ L((r∗1 + r∗2)∗)

c) L(r∗1 · r∗2) ?= L(r1 · r2)∗) Gilt nicht, denn fürr1 = a und r2 = b ist aaa ∈ L(r∗1 · (r∗2 aber

aaa 6= L((r1 · r2))∗

0.8.5 zu Aufgabe 30:

PDAA mit L(A) = {a2nbn|n ≥ 0}aaaabb, aab ∈ L(A)

A schreibt nurB auf den Stack für jedes 2. gelesenea

→ zum lesen dera’s Zuständeq0 undq1 alternieren lassen.

A = ({q0, q1, q2, qf}, {a, b}, {Z0, B}, q0, Z0, B, {qf})

∆ = (q0, ε, Z0, ε, qf ) ε ∈ L(A)
(q0, a, Z0, BZ0, qf ) 1.agelesen
(q0, a, A,AA, q1) (2m+ 1)agelesen
(q1, a, A,A, q0) (2m)agelsen - Keller nicht verändern
(q0, b, A, ε, q2) (2n)a′sberaits gelesen (wg.q0) b lesen und Keller um1Areduzieren
(q2, b, A, ε, q2)
(q2, ε, Z0, ε, qf )
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0.9 9.Übung

Lehr– und Forschungsgebiet Theoretische Informatik
Rhein.–Westf. Technische Hochschule Aachen

Prof. Dr. F. Baader

Ahornstraße 55
52074 Aachen
✆ Sekretariat: 0241/80–21131
✆ U. Sattler: 0241/80–21140

9. Übung zur Vorlesung
”
Automatentheorie und formale Sprachen“

Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 32: (6 Punkte)

Ein PDA A = (Q,Σ,Γ, q0, Z0,∆, F ) heißt quasi-deterministisch, falls er die beiden folgenden Bedingungen erfüllt:

• Für alle q ∈ Q, für alle a ∈ Σ, für alle Z ∈ Γ existiert höchstens ein Übergang der Form (q, a, Z, . . . , . . . ) ∈ ∆.

• Existiert ein Tupel (q, ε, Z, . . . , . . . ) ∈ ∆, so exisiert kein Tupel (q, a, Z, . . . , . . . ) ∈ ∆ mit a ∈ Σ.

Geben Sie einen quasi-deterministischen PDA für LS = {w←−w | w ∈ {a, b, c}∗} ⊆ {a, b, c}∗ an. Verwenden Sie diesen
und Satz 10.5, um folgende Behauptung zu widerlegen:
Für alle Sprachen L ⊆ Σ∗ gilt: Wird L von einem quasi-deterministischen PDA akzeptiert, so wird L auch von
einem deterministischen PDA akzeptiert.

Aufgabe 33: (4 Punkte)

Zeigen Sie, daß Lemma 10.14 der Vorlesung nicht für kontextfreie Sprachen gilt.
Beweisen Sie dazu, daß min(LS) für LS = {w←−w | w ∈ {a, b}∗} ⊆ {a, b}∗ nicht kontextfrei ist, wobei Sie analog zum
Beweis von Satz 10.15 vorgehen können. Außerdem können Sie Beispiel 10.5 verwenden.

Aufgabe 34: (5 Punkte)

Verwenden Sie die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 10.8, um zu der GrammatikG = ({S, T}, {∧,∨,¬, p, q, (, )}, P, S)
mit

P = { S → S ∧ S | S ∨ S | (S) | T
T → p | q | ¬p | ¬q

}

einen PDA A zu bauen mit L(A) = L(G). Vergleichen Sie außerdem die Ableitungsbäume von G mit den Konfi-
gurationsfolgen von A für die Wörter (p ∧ q) ∨ ¬q und (p)).

Aufgabe 35: (5 Punkte)

Beschreiben Sie die von dem PDA A = ({q0, q1, q̄1, q2, q
′
2, q̄2, q1f , q2f}, {a, b, c}, {A,B,Z0}, q0, Z0,∆, {q1f , q2f}) mit

∆ = (q0, ε, Z0, Z0, q1) (q1, a, Z0, AZ0, q1) (q2, a, Z0, Z0, q2)
(q0, ε, Z0, Z0, q2) (q1, a, A,AA, q1) (q2, b, Z0, BZ0, q

′
2)

(q0, ε, Z0, Z0, q1f ) (q1, b, A, ε, q̄1) (q′2, b, B,BB, q
′
2)

(q2, a, Z0, Z0, q2f ) (q̄1, b, A, ε, q̄1) (q′2, c, B, ε, q̄2)
(q̄1, ε, Z0, Z0, q1f ) (q̄2, c, B, ε, q̄2)
(q1f , c, Z0, Z0, q1f ) (q̄2, ε, Z0, ε, q̄2f )

akzeptierte Sprache und begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 36: (5 Punkte)

Es sei A = ({q0, q1, q2, qf}, {a, b}, {Z0, A}, q0, Z0,∆, {qf}) ein DPDA mit:

∆ = { (q0, a, Z0, AZ0, q0) (q0, a, A,AA, q0) (q0, b, A, ε, q1) (q1, b, A, ε, q1)
(q1, a, A,A, q2) (q2, ε, A,AA, q2) (q1, ε, Z0, ε, qf )

}

Geben Sie einen DPDA Ā an mit L(Ā) = L(A). Tip: Überlegen Sich sich, wie DEAs komplementiert werden, und
beachten Sie dabei, daß es für DPDAs noch andere Gründe für das Nicht-Akzeptieren eines Wortes geben kann.
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0.9.1 zu Aufgabe 32:

Ein PDA heisst “quasi-deterministisch”, falls

• für alle q ∈ Q, für allea ∈ Σ︸︷︷︸
Σ∪{ε} bei deterministischen

existiert höchstens ein Übergang der

Form(q, a, Z, . . . , . . .) ∈ ∆

• Existiert ein Tupel(q, a, Z, . . . , . . .) ∈ ∆, so gibt es kein Tupel(q, a, Z, . . . , . . .) ∈ ∆ mit
a ∈ Σ

Wir wissen: L5 = {w~w | w ∈ {a, b, c}∗} ist nicht dkf. (für keinen DPDAA gilt: L(A) = LS )

Gesucht: Quasi-deterministischer PDAA mit L(A) = LS .

A = ({q′, ∧q′,q∞,q∈, ∧q,q{}, {Z′,A,B, C},q′,Z′, ·, {q{}) mit (im folgenden stehtx für ein
Element aus{a, b, c}, und(. . . , x,X, . . .) ∈ ∆ liest sich als(. . . , a, . . . , A, . . .), . . . , (. . . , c, . . . , C, . . .)).
∆ = { (q̂0, ε, Z0, ε, qf ) % A akzeptiertε

(q̂0, ε, Z0, Z0, q0)
(q0, x, Z0, XZ0, q̂) % 1. Buchstaben lesen und raten
(q1, x, Y,XY, q̂) % n + 1. Buchstaben lesen und raten
(q̂, ε,X,X, q1) % raten, dassA nach 1. Worthälfte liegt
(q̂, ε,X,X, q2) % raten, dass 2. Worthälfte beginnt
(q2, x,X, ε, q2)
(q2, ε, Z0, ε, qf )}

0.9.2 zu Aufgabe 33:

Lemma 14: IstL dkf., so auch min(L)︸ ︷︷ ︸
{w∈L| kein echtes Präfix vonw liegt in L}

zu zeigen:min(LS) ist nicht kontextfrei.
LS = {w~w | w ∈ {a, b}∗}

Beweis: Es seiL′ := min(LS) ∩ (ab)+(bc)+(ab)+(bc)+︸ ︷︷ ︸
Lr

Es gilt:
• Lr ist regulär

• Lr ist kontextfrei

• kf. Sprachen sind unter Durchschnitt mit regulären Sprachen ab-
geschlossen.

⇒ WennL′

nicht kf. ist, so ist auchmin(LS) nicht kf.
Wir zeigen also, dassL′ nicht kf. ist (mit P.L. für kf. Sprachen)
siehe Beweis von Satz 10.15 !
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0.9.3 zu Aufgabe 34:

A mit N(A) = N (G) sieht wie folgt aus:
A = ({∧q}, {∧,∨,¬, (, ),√,q}, {∧,∨,¬, (, ),√,q,S, T }, ∧q,S, ·)

∆ = {(q̂, ε, S, γ, q̂) | γ ∈ {S ∧ S, S ∪ S, (S), T}
{(q̂, ε, T, γ, q̂) | γ ∈ {p, q,¬p,¬q}}
{(q̂, a, a, ε, q̂) | a ∈ {∧,∨,¬, (, ), p, q}

Ableitungsbaum fürw1 =

(p ∧ q) ∨ ¬q:
(q̂, w1, S) `A
(q̂, w1, S ∨ S) `A
(q̂, w1, (S) ∨ S) `A
(q̂, w1, S) ∨ S `A
(q̂, w1, S ∧ S) ∨ S) `A

0.9.4 zu Aufgabe 35:

0.9.5 zu Aufgabe 36:
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