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1. Ubung

Lehr— und Forschungsgebiet Theoretische Informatik AhornstraBe 55
in.—) i 52074 Aachen
Rhein.—Westf. Technische Hochschule Aachen O Sekretariat: 0241/80-21131
Prof. Dr. F. Baader 0 U. Sattler: 0241/80-21140

1. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 1: (3 Punkte)

Konstruieren Sie (siche Beweis von Lemma 1.10. der Vorlesung) zu dem unten graphisch angegebenen NEA mit
Wortiibergéingen eine dquivalenten e-NEA.

a&s
O

cabc @
Aufgabe 2: (3 Punkte)

Konstruieren Sie (siche Beweis von Lemma 1.12. der Vorlesung) zu dem unten graphisch angegebenen e-NEA eine

dquivalenten NEA.
ol Q
€

£

Es sei A := (Q,%,I,A, F) ein Transitionssystem. Die Schrittrelation —4 C (Q x X*) X (Q x X*) sei wie folgt
definiert:

b

Aufgabe 3: (7 Punkte)

(g, w)F—a4 (¢, v) genau dann, wenn es a € ¥ gibt mit w = av und (¢,a,q’) € A
Es sei 4 die reflexiv-transitive Hiille von F—4.
Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:
(a) w € L(A) genau dann, wenn fiir jedes ¢ € I und ¢’ € F gilt: ¢ %q’,
(b) w € L(A) genau dann, wenn
e w=cund I NF # ) oder

e esgibtqoel,1 €Q,q € F,a€ X und v € T* mit w = av, qol—:‘»ql und (h%qg.

(¢) w € L(A) genau dann, wenn es go € I und ¢ € F' gibt, so daB (go, w) H—4 (g, €).
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0.2 2. Ubung
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Prof. Dr. F. Baader 0 U. Sattler: 0241/80-21140

2. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 5: (6 Punkte)

Geben Sie einen DEA an, der zu folgendem NEA #dquivalent ist. Verwenden Sie dazu die Konstruktion aus dem

Beweis von Satz 2.4.
H@ $a, b% -

$q_29) 5 $q_3%

Aufgabe 6: (4 Punkte)
Ein NEA A = (Q,%,1,A,F) heifit fast-deterministisch, falls es zu jedem ¢ € Q und jedem a € ¥ héchstens ein
¢ € Q gibt mit (¢,a,q") € A. Zeigen Sie: Zu jedem fast-deterministischen NEA gibt es einen dquivalenten DEA
mit héchstens |@Q| 4 1 Zusténden.
Aufgabe 7: (8 Punkte)
Essei A= (Q,%, 1,6, F) ein DEA. Ergiinzen Sie den Beweis von Lemma 2.9, indem Sie zeigen:

(a) Fiir alle {u,v} € X* und ¢ € Q gilt d(q, uv) = 6(d(g, u),v).

(b) Ist ~g = ~gt1, SO ISt ~p = ~ 4.

Aufgabe 8: (7 Punkte)

Berechnen Sie fiir folgenden DEA A die Aquivalenzrelation ~ 4 und geben Sie den Quotientenautomaten A (nach
Definition 2.10) an.

$
s e
$b$
as| ) $ab $b$
$ab

&
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g
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0.2.1 zu Aufgabe 5:

Gesucht: DEAA’ mit L(A) = L(A")
Weg: Konstruktion aus Sa®?
A" =(Q',{a,b},I', 6, F)
wobei firg’ € Q' gilt: ¢’ C {q0, 1,492,493}
Wir berechnen zunachét

ge29 d(q,a) d(q,b)
1 {q0} {q1, ¢2} {q1}
2 {4} {93} {q1, 03}
3 {g3} {q2} {90}
4 {2} () leere Menge ! {q0}
5| {a,a}t |{st=i{a}ta)Ui(et.a) | {90 a, 9}
6 {(J1,Q3} {Q27Q3} {QOaQM(]?’}
7 {QQ» (I3} {Q2} {QO}
8 {QO7QLQB} {(J1,Q2,QS} {QO,€117Q3}
9 {qlquaqS} {Qirgendwas~~~} {(ImCIl,(Is}
10 [} 0

I = ({Q()} = {I} d. NEAs
F'=2,4,56,7,89=qcQ |¢gnF+0

0.2.2 zu Aufgabe 6:

Es sei
A=(Q,%, I
z.B{qo}

ein fast deterministischer NEA.
Wir definierend’ = (QU {|}, %, 1,4, F'), wobei

aAaF)

d(q,a) = q' gdw.

e (q,a,q') € A oder

e es gibt keing” € @ mit (¢,a,q¢”) € Aundq’ =].
Insbesondere igk(|, a) =| fur jedesa € 3.

Behauptung:

1. A’ ist DEA.
2. L(A) = L(A)).
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zul:

1. A’ ist NEA, daA’ endlich viele Zustande hat.

2. Angenommen, es galgg # ¢/, a € X mit §(q,a) = ¢’ undd(q,a) = ¢".
Da A fast deterministisch, istg’, ¢” } < @ nicht moglich.
Es misstg =| oderq” =|, aber das ist nach Definition v@micht méglich.

3. laut Definition vons ist A’ vollsténdig, d.h. zu jedemp e QU{|},a € X gibtesq’ € QU{|}
mit §(q,a) = ¢'. Also ist A’ DEA.

zZu2:
w € L(A) = w € L(A"), daé eine Erweiterung von ??2& und End- und Anfangszustande vdh
und A sind gleich.
Seiw € L(A’), d.h. es gibt Pfadgy —> 4/ ¢, € F.
~~

el
Der Zustand, kann nicht auf diesem Pfad liegen:

o |1
o |¢F

e und da es keig € @ gibt: §(],a) = ¢, kann| auch nicht in der Mitte dieses Pfades liegen.

Also gibt es Pfadjy - ¢,, auch inA, d.h.w € L(A).

0.2.3 zu Aufgabe 7:
Seid = (Q,%, 1,4, F) ein DEA.

1. a.)ZuZeigen Fir alleu,v € ¥* undq € Q gilt
(5((], uv) = 6(5(q7 u)’ U)(*)
Beweis: Per Induktion Ubép|.

Ind.Anf.: |v] =0,d.h.v=¢
3(q, uv) = (g, u)

v=¢€ Def2.3 v=¢

Ind.Schritt : Ind.Vor. Es gelte (*) fur alles € ¥* mit |v| < n.
ZuZeigen: Dann gilt (*) fur aller € ~* mit [v| = n + 1.
Sei alsov = wa mit |w| < nunda € X.



2. b.)ZuZeigenlst 2, =2y, 1, SO ISt =2 4.
Beweis:Es sef, =2, 1.
“ D" Wir zeigen, dass2 4 C=, per Induktion Ubet.

Ind.Anf. . Seil = 0 undp =4 ¢, so gilt

(p € Fgdwg € F)

[sonst wares € L(A,) unde] und damitp = gq.

Ind.Schritt : Es gelte~ ,C=2, flrallel’ < 1.
Dannist=2,C%; 4, denn:
Seip &, ¢. Laut Ind.Vor. giltp = p.
Angenommen, es gilt € X.

5(]97 a’) %l 5(Q7 CL)

Dann ware (Lt. Ind.Vor.y(p,a) %4 (g, a). D.h. es gibtv € ¥*.
(0.B.d.A)w € L(As(pa)) UNdw & L(As(q.a))- AlsOistaw € L(A,) undaw ¢ L(A,).
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0.3 3. Ubung
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3. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 9: (8 Punkte)
Es sei ¥ = {a,b,c}. Geben Sie NEAs Ay, Ay an mit
(a) L(A;) ={w € ¥* | (Jw|q ist ungerade und |wl, ist gerade) oder es gibt u, v € ¥* mit w = ucccv}

(b) L(Az) ={w € X* | (es gibt u,v € ¥* mit w = ubabcv und es gibt u,v € ¥* mit w = uccev) und
es gibt kein v € £* mit w = au}

Aufgabe 10: (10 Punkte)

Fiir n > 1 sei der Automat A,, wie folgt gegeben:

Oa,b
@ a @ ab @ ab @ ab ... _ab @

(a) Beschreiben Sie L(A,,).

(b) Geben Sie einen zu Ajz dquivalenten DEA A’ an und berechnen Sie zu A’ den Quotientenautomaten A’ und

den reduzierten DEA A ;.

(c) Beweisen Sie, daf jeder zu A, dquivalente DEA mindestens 2" Zusténde hat, indem Sie zeigen,
o daB fiir je zwei Worter ,y € {a,b}" gilt: Aus x # y folgt © Z4,) ¥

e und dann Lemma 2.15.4 anwenden.

Aufgabe 11: (6 Punkte)

Der e-NEA A sei wie folgt gegeben:

(a) Konstruieren Sie einen zu A dquivalenten DEA A’.

(b) Geben Sie den zu A’ reduzierten DEA A,qq an.
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0.3.1 zu Aufgabe 9

a)

@ a1b,c
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b)
0y
(e e . e
/ _/
() ()
UaObU°

0.3.2 zu Aufgabe 10

Furn > 1 seiA,, gegeben

a)

L(A,) = {w € {a,b}* | whatann-letzter Stelle ein} = {w € {a,b}* | Ju € T* v €
¥* mitw = uav undjv| =n — 1}

b)

q 6(g,a) | 6(g,b)
000 0 0,1 0

001| 0,1 0,1,2 | 0,2
010| 0,2 0,1,3 | 0,3
100 0,3 0,1 0

011] 0,1,2 |0,1,2,3 ] 0,2,3
101 0,1,3 | 0,1,2 | 0,2
110 0,2,3 | 0,1,3 | 0,3
111[0,1,2,3 | 0,1,2,3 | 0,2,3




001 > 011

Gesuchti~ 4= Berechne~g, ~1,~s, ...

~o Klassen{000, 001,010,011} {100,101,110,111}

~1 Klassen{000,001}, {010,011} {100,101}, {110,111}

~1 Klassen{000}, {001}, {010}, {011} {100}, {101}, {110}, {111}

Fertig, feiner geht es nicht. Der gemalte ist der reduzierte!

c)

z. z: Jeder zW,, quivalente DEA hat mind2" Zustande.

Fir je zwei Worterr # y mit 2,y € {a,b}" gilt: 2 ¥1(4,) y Seiz # y mitz,y € {a,b}". Das
hei3t fira;, b; € {a, b} lassen sich, y schreiben als

Dax # yist, gbtesi € {1,...,n} mita; # b;. OBdA seia; = a undb; = b Damit ist
-0t e L(Ay),y- b~ ¢ L(A,) Daheristr 2,4, y. Daz, y beliebig gewéhlt wurden, gibt es
mind. 2" =4 y-Klassen 2" ist Anz. der Worter auga,b}). Mit Lemma?? hat jeder DEA, der
Zu A,, aquivalent ist, mind2" Zustande.

DEA A’: nach Potenzmengenkonstruktion
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ab
Minimal:
~o-Klasse{12}, {0, 3,4, 34,0}

~1-Klasse{12}, {0}, {3, 4, 34,0}

~o-Klasse{12}, {0}, {3, 4, 34,0}

Da alle Zustande inl erreichbar istd,..; := A

11
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0.4

4.Ubung

Lehr— und Forschungsgebiet Theoretische Informatik AhornstraBe 55
in.—) i 52074 Aachen
Rhein.—Westf. Technische Hochschule Aachen O Sekretariat: 0241/80-21131
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4. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 12: (8 Punkte)
Es sei folgender NEA A gegeben:

(3
o/x
ab
/ O
R d Cc
a
b,c
Geben Sie fiir jedes w € {ade, cda, bede, acde} alle Zerlegungen w = zyz mit z,z € $*, y € X1 an, so daB fiir alle
k € N gilt: zy*z € L(A). Begriinden Sie Thre Antwort.

y

Aufgabe 13: (6 Punkte)
Es sei L:={w € {a,b}* | |w|, = |w|p}.

Wenden Sie den Satz von Nerode (Satz 2.18 der Vorlesung) an, um nachzuweisen, da§ L nicht erkennbar ist.

Aufgabe 14: (6 Punkte)

Es sei L wie in Aufgabe 13 gegeben. Wenden Sie die verschérfte Version des Pumping-Lemmas (Lemma 3.5 der
Vorlesung) an, um nachzuweisen, da8 L nicht erkennbar ist.

Aufgabe 15: (4 Punkte)

Kann man das Pumping-Lemma auch anwenden, um von einer Sprache L C ¥* nachzuweisen, dafl L erkennbar
ist? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 16: (Zusatzaufgabe:' 4 Punkte)

Es sei A ein NEA mit n Zustdnden und L = L(A). Zeigen Sie: L ist unendlich genau dann, wenn es ein w € L gibt
mit [w| > n.

Folgt aus dieser Aussage, daf$} fiir eine durch einen NEA gegebene Sprache entscheidbar ist, ob sie unendlich ist?

'Fiir Zusatzaufgaben gibt es die angegebene Punktzahl, allerdings wird diese nicht zu den insgesamt erreichbaren Punkten
dazugerechnet.
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Hier fehlt noch die Musterldsung der 4. Ubung

13
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0.5

5.Ubung
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5. Ubung zur Vorlesung ,, Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 17: (5 Punkte)

Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz 4.1.3. der Vorlesung, indem Sie zeigen, daB fiir den Produktautomaten
A von Ay und A gilt: L(A) = L(A;) N L(As).

Aufgabe 18: (7 Punkte)

Es sei ¥ = {a,b,c}. Verwenden Sie die Konstruktionen aus Satz 4.1., um einen Automaten fiir L := L; N Ly N L3
anzugeben, wobei

Ly = {weX*| esgibt u,v € ¥* mit w = ubcv}
Ly = {weX¥*| esgibt u,v € ¥* mit w = uccv}
Ly = {weX*| esgibt ue€ X* mit w=au}

Aufgabe 19: (6 Punkte)

Motivation: Um zu einem NEA A einen Automaten fir L(A) zu konstruieren, wurde im Beweis von Satz 4.1.2
zundchst ein zu A dquivalenter DEA konstruiert, bei dem dann End- mit Nichtendzustinden vertauscht wurden.
Uberzeugen Sie sich, daf$ das Determinisieren tatsichlich nitig ist.

Fiir einen NEA A = (Q, X, qo, A, F) definieren wir

A= (Q.%,00,A,Q\ F).
Geben Sie NEAs A; und A; an mit
(a) L(A)L(A).
(b) L(A)NL(A) £0.

Tip: Es gibt derartige Automaten mit drei Zustinden

Aufgabe 20: (6 Punkte)

Geben Sie zu jedem der reguliren Ausdriicken r; einen NEA A; an mit L(A;) = L(r;):
(a) r1 = (ab)"
(b) ro=(a-(b+c)-a*)+a*
(c) r3 = (bb+ cc*)*
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0.5.1 zu Aufgabe 12+5:

[»Wiederholung der Definition aus S&2«]

zu zeigen: L(A) = L(A1) N L(As).

Beweis: " C" Seiw € L(A)

e Fallsw = ¢, so iSt(qu,qOQ) € Fy x Fy, d.h. go1 € F UnquQ € Fy, daher gllt
€€ L(Al) N L(A2)
e Fallsw =a;...a, mMita; € 3, so gibt es einen Pfad iA:

(901, 902) —5 (q11, @12) 2 (G215 422) - - — (qn1, Gn2)
Laut Definition vonA ist offensichtlich
al az (e 7%
qoi —>q1i —> Q92 ... — Qn;

akzeptierter Pfad flw in A; (fur i € {1,2}), daheristw € L(A;) N L(A2).
"C" Seiw € L(A;) N L(A2),d.h.w € L(A;) undw € L(A,).
e Fallsw € ¢, s0istqy1 € Fi, qo2 € F», alsoist(qgo1, go2 € F1 x Fy) undw € L(A).
e Fallsw =a;...a, Mita; € X, dann gibt es akzeptierte Pfade

ai a2 Qn
qoi — 415 —> 42 --- — Qn;

furi € {1,2} in A;. Daher ist:

(QO17C]02) - (Q117Q12) -2 (CI217QQ2) s (qnhQnQ)

akzeptierter Pfad flw in A, also istw € L(A).

A1 mit L(Al) =1 A2 mit L(AQ) = Lo

4@ b . C

z

DEA
Ag mit L(A3) = L3

y)

(ohnery: NEA reicht; mitry: DEA auch ok)

0.5.2 zu Aufgabe 13+5:

Produktautoma#! fir A; und A,
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=LiNLs

Amit L(A)
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0.6 6.Ubung
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6. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 21: (8 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussage:
Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gibt es ein n € N, so da8 gilt: jedes Wort w € L mit |w| > n 148t sich
zerlegen in w = zyz mit

o yFe,

e |zy| <nund

o xykz € L fiir alle k € N.
Tip: Diese Aussage folgt leicht aus dem Pumping-Lemma in verschéirfter Form (Lemma 3.5), man kann den Beweis
aber auch analog zum Beweis des Pumping-Lemmas in einfacher Form (Lemma 3.1) fithren.
Aufgabe 22: (9 Punkte)

Es sei ¥ = {a,b,c}. Geben Sie fiir jede der folgenden Sprache L; einen reguliren Ausdruck r; an mit L; = L(r;).
Erkliren Sie die Wahl Ihrer regulidren Ausdriicke r;.

(a) L1 = {w € X* | w beginnt mit a und |wl, ist gerade }

(b) Ly ={w € ¥* | es gibt u,v € ¥* mit w = ubabcv und es gibt u,v € ¥* mit w = ucccv und
es gibt kein v € ¥* mit w = au}

(¢) Ly ={w € ¥*| es gibt kein u,v € ¥* mit w = vaav}

Aufgabe 23: (7 Punkte)

Verwenden Sie die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 5.5 (Satz von Kleene) und das Lemma 5.7 (Arden-
Lemma), um einen reguléren Ausdruck r anzugeben, der die von dem folgenden Automaten A akzeptierte Sprache
repriisentiert (das heifit, es soll L(r) = L(A) gelten).

Aufgabe 24: (Zusatzaufgabe: 8 Punkte)

Es sei ¥ gegeben. Geben Sie eine geeignete Datenstruktur fiir DEAs und ein Verfahren an, das fiir einen in dieser
Datenstruktur représentierten DEA A und ein Wort w € ¥* entscheidet, ob w € L(A) gilt und dessen Laufzeit in
O(|w]) ist.

Beachten Sie, dafi die Laufzeit des Verfahrens unabhingig von der Anzahl der Zustéinde und der Anzahl der
Endzusténde sein soll.
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0.6.1 zu Aufgabe 21.:

Wir zeigen, daR diese Aussage Konsequenz des Lemmas 3.5 ist.

Beweis: Seil. C ¥* erkennbar unéh € I — N Pumpkonstante fif. nach Lemma 3.5. Sei € L
mit |w| > n beliebig. Wir zerlegemv = vvw’ mit

® U=¢

e |v| = n (damitist|v| > n)

e undw’ derart, dafdv = uvw’ gilt.

Mit Lemma 3.5 gibt es eine Zerlegung verin v = xyz mit |y| > 1 undury* 2w’ = zy*2w’ € L
furallek € I — N.

Da|v]| = nundzyz = v, gilt |[zy] < n. Also istw = zyz’ mit 2/ = zw'. Zerlegung der
gewiinschten Form, d.liy*2’ € L, furallek € I — N, |ay| < n,y #¢.

0.6.2 zu Aufgabe 22:

lL.r=a ((a+c)+ (a+c)*bla+ c)*bla+ ¢)*)*
2. rg = (b+c) - (X*babcX* ccc+ E*babeeeX* 4+ X* ceeX*babeX* ) + babeX* ceeX* 4+ babeeeX* +
cccX*babeX*
3. ldee: Zerlegev € L3 folgendermalien:
(b+c)* | (ab+c)(b+c)* | alb+c)(b+c)* | aodere
rg=(b+c)* - (alb+c)(b+c))* - (e +a)

0.6.3 zu Aufgabe 23:

(1)L, = aL, UbL, U {e}

(2) Ly =bL, UaL, U0

(3)L, =aL,UbL,U0

(3) liefert mit Ardenlemma (AL)
(3) L, =a*bL,

(3) in (2) einsetzen:

(2) L, = ba*bL, UalL,

(2") in (1) einsetzen:

L, =aL,Ub(ba*bL,UaL,)U{c}
umformen liefert

L, =aL,Ubba*bL,UbaL, U {e} = (aUbba*bUba)L, U {e}

AL auf (1) anwenden liefert:



0.6. 6.UBUNG

L, = (aUbba*bUba)* - {e} = (a Ubba*bU ba)*

Also istr regulérer Ausdruck, def(A) reprasentiert.

r = (a+ bba*b + ba)”

0.6.4 zu Aufgabe 24
Weg:
e Zustande nicht als Menge/Liste darstellen sondern als Array

e Direkter Zugriff auf Anfangszustande

e Flag fur Endzustand

Automat w | o | |aw
Endzustand 0/1 0/1 0/1
a1401 a14q11
2402
Amqom ‘ Amqim ‘

1 fallsq; e F
0 fallsq; ¢ F

Automatfi, 0] = {
j>1
Automati, j] = k falls (g;, a;,qx) € ¢
procedure test (w)

q:=0
while  w #¢ DO

a:= erster-Buchstabe(w);

g:= Automat[q,al;

w:= ohne-ersten-Buchstaben(w);

ENDO;

RETURN Automat[q,0];

19
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0.7 7.Ubung

Lehr— und Forschungsgebiet Theoretische Informatik AhornstraBe 55
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7. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Im Folgenden steht u — vy | - -+ | v, fiir die Folge von Produktionen v — vq,... ,u — v,.

Aufgabe 25: (15 Punkte)
Betrachten Sie die Grammatik Gy = ({S,T,U,V,R},{a,b}, Py, S) mit P, ={ S — €|aSb|T|R

T— WI|U
U— aaU | bbT
V — bSa

R — bSale}

(a) Geben Sie zu Gy alle nicht-terminierenden und unerreichbaren Zustéinde an und geben Sie eine zu G
dquivalente reduzierte Grammtik G, an.

(b) Geben Sie zu Gy ein dquivalente Grammatik G an, die keine Regeln der Form A — € fir A € N \ {S}
enthiilt.

(c) Falls € € L(Gs) ist, so geben Sie zu Gy eine dquivalente Grammatik G5 an, die die Produktion S5 — € fiir
das Startsymbol S5 von G5 enthélt und in deren Produktionen S5 nicht auf der rechten Seite auftaucht.

Sonst sei Gz = Gs.

(d) Geben Sie zu G5 eine dquivalente Grammatik G4 an, die keine Produktionen der Form A — B mit
Nichtterminalsymbolen A, B enthiilt.

(e) Geben Sie zu G4 eine dquivalente Grammatik G5 in Chomsky Normalform an.

Aufgabe 26: (9 Punkte)
Im Folgenden haben wir drei Grammatiken angegeben. Geben Sie zu jeder dieser Grammatiken G;
e das maximale ¢ an, so da§ G eine Grammatik vom Typ-i ist und

e das maximale j an, so dal L(G) eine Typ-i Sprache ist und beschreiben Sie L(G).

Begriinden Sie Thre Antworten (unbegriindete Antworten werden mit 0 Punkten bewertet).
(a) G1=({S, 51,52}, {a,b}, Pr,S) mit P ={ S— SialaS [bS|Sb]e
S1 —  Ssa|aSy|bSy | Sib
Sy — Sa|aS|bSy | S2b}

(b) G2 =({S, 51,8}, {a,b}, P2, S) mit P,={ S— Si|e
S1 — ab|aSb
aSs — aaSsb | a}

(c) Gz = ({8, T} {a,b}, P5,8) mit Py ={ S — aSb|aTb|e
aTb — T|S}
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0.7.1 zu Aufgabe 25:

1.

Zuerst terminierende Symbole berechnen:

T — {S, R}

Tg::TIU{V} \V—>aSb7SET1
T3 = TQ

Gy=({S. RV}, 2.5

{a,b}
P={S—¢c|aSb|R V — bSaR — bSa|e}
Erreichbare Symbole berechnen:
E() = {S}
E1 = E() U {R}
E2 = E1 @] @ = E1
Gi1=({S R}%, P, 5)
Pr={S—¢|aSb|R,R— bSa | e}

Ny ={S,R} =N,

Gy = ({S,R},E7P2,S)

Py,={S—¢e|aSb|R| ab R — bSa | ba }.
dasen, unds—asvep, SeN, Und R—bSacP;

. G4 ist noch nicht-frei, daS — ¢ € P, und.S auf einer rechten Produktionsseite auftaucht.

G3 = ({53757 R}723P37S3)
Py ={S3— S|¢,5—aSb|R|ab,R — bSa | ba}
Damit istG;5 e-frei.

. In G5 gibt es Kettenregeln, z.&5 — R.

N(S3) = {Ss,5, R} N(R) = {R} N(5) = {5, R}
Gy = ({S5,S,R}, %, Py, S3)
Py = {53 — aSb|ab| bSalba | €
—_——— ~~
VON SEN(S3) REN(Ss) S3E€N(S3)
S — aSb|ab|bSalba
R — bSalba}.

. G5 in Chomsky-NormalForm

Gs = ({Ss,S, R}, Xa, Xp, 2, P5, S3)
P5 = {Xa — a,Xb — b 53 — A SB 53 — Xacb‘XaXb‘XaCa|XbXa|5

Cy
S — XaCb|XaXb‘XaCa|XbXa
Cy, — S8X,,C, — SX,
R — XbCa|XbXa}.

0.7.2 zu Aufgabe 26:

1.

e (5 ist nicht Typ-3, daS — S;a nicht von der Formd — nB mitn € ¥*, B € N.

G, istvom Typ-2, da jede linke Regelseite nur aus einem Nichtterminalsymbol besteht.

e Beh: L(G;) = {w € {a,b}* | |w|, ist Vielfaches von 3
"C" Seiw e L(Gy)
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— Furallew € (CUN)*mitS F ugilt |u|y
Gy ~—
=1
— Daw € L(G,), gibt es also Ableitung der Form

S+ ulglvl H uQ§2v2... Fou,S,v, Fw
Gy Gy Gy nontn Gy

mit u;, v; € ¥* und

x falls Sz = gi+1 \uivi\a = ‘ui+1vi+1‘a

« falls S; # Siy1,s0istS; = SundS; 1 = S oder
S; = 51,841 =295

Si=8:,841=5

Und|ui1}i|a +1= |ui+1vi+1\a undﬁn =5
= |w|, Vielfaches von 3.

"D" Seiw € {a,b}* mit |w|, Vielfaches von 3.
— fallsw = ¢, soistw € L(Gy)

— fallsw =a;...a, mita; € {a,b} mitn >1
S E w8y F wyly. .. Fow,
G w1 1G1 w202 & Wn,

mit w; = a; ...a; und

= w € L(Gy).

Wir wissen, dasd.(G) Typ-3-Sprache, da wir NEA und regularen Ausdruck fur
L(G) aus der Ubung kennen.

2. e Gyistnicht Typ-2 wege.Ss — a in Py
G4 ist nicht Typ-1, dauS; — a nicht von der FormuNv — uwv, wobeiu, v € (XUN)*
und|w| > 1
Also ist G, Typ-0-Grammatik.

e “Offensichtlich” ist L(Gy) = {a™b™ | n > 0}, und dies ist bekannterweise vom Typ-2.

3. e Gjistkeine Typ-1-Grammatik wegen
a T b

—~ N

u N v u?wv?

Also Typ-0-Grammatik.

e DaL(G3) = {a"b™ | n > 0} gilt, ist L(G3) Typ-2-Sprache.
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8. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 27: (4 Punkte)

Im Beweis von Satz 8.6. werden, um zu einer kontextfreien Grammatik eine dquivalente reduzierte Grammatik zu
konstruieren, zuerst die nichtterminierenden Symbole entfernt und danach die unerreichbaren.

Geben Sie eine (nicht-reduzierte) Grammatik an, die ein Beispiel dafiir ist, dal das Vorgehen in umgekehrter
Reihenfolge (erst unerreichbare, danach nichtterminierende Symbole entfernen) nicht zu einer reduzierten Grammatik
fithren mus.

Aufgabe 28: (6 Punkte)
Betrachten Sie die Grammatik G = ({S,U, X, T,V,W.,Y, D, E, A, B,C},%, S, P) mit ¥ = {a,b, ¢} und

P={S— UT|VW U-— XB|AB X — AU

T— TC]|ec V— AV]a W — BY |BC
Y — wC D— BC|BB|b E— AB|AA
A— a B— b C— ¢}

Verwenden Sie den CYK-Algorithmus (mit der Matrix-Notation aus der Vorlesung), um fiir die folgenden Worter
w; zu entscheiden, ob w; € L(G) ist.

(a) wy = aabee

(b) ws = aabbee

Aufgabe 29: (6 Punkte)

Welche der folgenden Sprachen L; ist kontextfrei? Zur Begriindung Threr Antwort sollten Sie das Pumping-Lemma
fiir kontextfreie Sprachen verwenden oder eine entsprechende kontextfreie Grammatik angeben.

(a) Ly ={a™b"c’d? € {a,b,c,d}* | m,n,p,q € Nund m +n=p+q}
(b) Ly = {a™b" € {a,b}* | m,n € N und m? = n}

Aufgabe 30: (6 Punkte)

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen (damit Sie die reguliiren Ausdriicke nicht vergessen):
(a) L") =0
(b) fiir alle reguldren Ausdriicke ry,rqy gilt: L((r} +73)*) = L((r1 4+ 72)*)

(c) fiir alle reguléiren Ausdriicke rq, 79 gilt: L(r} - r5) = L((r1 - r2)*)

Aufgabe 31: (6 Punkte)

Geben Sie einen Kellerautomaten A an mit L(A) = {a®"b" | n € N}.
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0.8.1 zu Aufgabe 27:
G=({ST,V,W} {a,b},P,S)mit P = {S — T|a,T — VW,V — b}

e Erreichbare Symbole (anstatt sich zuerst um die Nichtterminalsymbole zu kimmern)
Ey={S},E:={S,T},E2 ={S,T,2V,W}=N
= alle Nichtterminalsymbole sind erreichbar.
e Terminierende Symbole
T, ={S,V}, Ty, = T; fertig!
=G = ({S,V},{a,b},{S — a;V — b}
DaV in G’ nicht erreichbar ist, ist’ tats&chlich nicht reduziert.

0.8.2 zu Aufgabe 28:

a) CYK-Algorithmus aufw; = aabcc

1 2 3 4 5

1| AV | EV X S 0

2 \ AV | UE S S

3 \ \ B,D | W,D Y

4 \ \ \ T,C T

5 \ \ \ \ T,C
a a b c c
= W1 € G
b) CYK-Algorithmus aufw; = aabbcc

1 2 3 4 5 6
1| AV | EV X U S S
2 \ AV | UFE [ [ S
3 \ \ B,D D [} w
4 \ \ \ B,D | DW|Y
5 \ \ \ \ T.C | T
6 \ \ \ \ \ T
a a b b c c

= wy €G

0.8.3 zu Aufgabe 29:

a) Ly = {a"b"cPdYn+m=n+q}
{z"y"|n > 0} ist kontexfrei
L, ist auch kontextfrei, denh, = L(G;) mit Gy = ({S, 51,52, 53}Ha, b, ¢,d}, P, S)
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P = {S — an|Sl‘Sz|53|€
S| — bS1d‘Sg|E(’ﬂ < (])
So — aSac|Ssle(n > q)
53 — ngCl&}

Es gilt: L; = L(G1), denn

“O" Skwmitw e (XU N)* dann:

w=uTvmitT € Nundu,v € £* und|u| = |v| undu € L(a*b*) undv = L(c*d*)
undT — efuralleT e N
<firwe¥ welL(G)<welL
“C" Seiw € Ly mitw = a"b™cPdImitn+m=p+gq
Dann gibt es fiiw folgendeG; Ableitung:

n<qg Sk a®Sd" F a”Sid” F a™b"9S1d? b a"b? " S5d? b qmb(matP)=m G P de |-
Gl Gl Gl Gl Gl Gl

a™b™cPd?
n > ¢ Anlogzun > q
n=gq :)

b) L, = {a™b™" |m > 0} ist nicht kontextfrei.
Angenommen/., ware kontextfrei:
Seiny € N eine ausreichende grol3e Pumpkonstante §lir
Wahlez = a™b" € L

Da|z| > ng, gibt es laut “Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprchen” eine Zerlegunrg
wvwzy Mit [vwz| < ng  |vz| > 1 unduvfwaky € Lfurallek € N

Beonachtung: Dd, C (a*b*) muBv, X € L(a* + b*) sein.

1. Fall v=a'mitl >1
e Fallsz € a*, so istuv?wz?y = a0+ pne mit I/ > 1> 1, also istuv?wz?y & Lo.
e Fallsz € b*, d.h.z = b” fur r > 1. Dann istuv*waky = arotklpni+kr ynd es
gibtk mit (u+k-1)2 # (n2 +k-r) <= wrwrby ¢ Ly
2. Fall v=0b'miti > 1 =xe b*
= wlwry = ab™H mitl!’ > 1> 1
= wwry ¢ Ly
= Eine Zerlegung der gewiinschten Form gibt es nichtAur
= L5 ist nicht kontextfrei

x € a™ — analog zu 1. Fall

3.Fal v= E{ rebt — analog zu 2. Fall

0.8.4 zu Aufgabe 30:

a) L(0*) =0
Dac € L(r*) fUr jeden reguldaren Ausdruek
L* =Ujen L' {e} = L furalle L € 3% Also ist L(0*) = in{e} # 0
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b) L((r{ + (r3)7) = L((r1 +72)")

Stimmt, denn:

“C" Wennw € L((ry + r3)*) ist, dannistw = wy ... w, Mitw; € L(r}) oderw; € L(r})
furallel <:<n

< w; € L((ry +re)*) furallel <i<mn

= w e L((’f’l + 7‘2)*)

“2" Dal(r;) C L(r}) furjedesj € {1,2}, gilt L((r1 +72)*) C L((r] +73)")

c) L(ry -r3) < L(ry - r2)*) Gilt nicht, denn firry = a undry = bistaaa € L(r} - (r aber
aaa # L((ry-r2))"

0.8.5 zu Aufgabe 30:

PDA A mit L(A) = {a®>"b"|n > 0}aaaabb,aab € L(A)
A schreibt nurB auf den Stack fiir jedes 2. gelesene

— zum lesen det’'s Zustandey, undgq; alternieren lassen.

A= ({q07 q1,492, Qf}» {a7 b}7 {ZO7 B}7q07 ZO» Bv {qf})

A = (qo,¢, Zo,¢,q5) € € L(A)

(q0,a, Zo, BZy,qy) 1.agelesen

(q0,a, A, AA,q1) (2m + 1)agelesen

(q1,a,A,A,q0) (2m)agelsen - Keller nicht verdndern

(go0,b,A,e,q2) (2n)d’sberaits gelesen (wgy) b lesen und Keller umAreduzieren
(q27 bv Aa g, q2)
(q27 g, ZO7 g, qf)
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0.9

9.Ubung

Lehr— und Forschungsgebiet Theoretische Informatik AhornstraBe 55
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9. Ubung zur Vorlesung ,,Automatentheorie und formale Sprachen*
Abgabe: Donnerstag, 4. Mai vor der Vorlesung

Aufgabe 32: (6 Punkte)

Ein PDA A= (Q,%,T,qo, Zo, A, F) heift quasi-deterministisch, falls er die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:
o Fiiralle ¢ € Q, fiir alle a € ¥, fiir alle Z € I existiert hichstens ein Ubergang der Form (¢,a, Z, ... , ... )€ A.
o Existiert ein Tupel (¢,¢,Z,... ... ) € A, so exisiert kein Tupel (¢,a,Z,...,...) € Amita € X.

Geben Sie einen quasi-deterministischen PDA fiir Lg = {w'w | w € {a,b,c}*} C {a,b, c}* an. Verwenden Sie diesen

und Satz 10.5, um folgende Behauptung zu widerlegen:

Fiir alle Sprachen L C ¥* gilt: Wird L von einem quasi-deterministischen PDA akzeptiert, so wird L auch von

einem deterministischen PDA akzeptiert.

Aufgabe 33: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dal Lemma 10.14 der Vorlesung nicht fiir kontextfreie Sprachen gilt.
Beweisen Sie dazu, dal min(Lg) fiir Lg = {ww@ | w € {a,b}*} C {a, b}* nicht kontextfrei ist, wobei Sie analog zum
Beweis von Satz 10.15 vorgehen konnen. Auflerdem kénnen Sie Beispiel 10.5 verwenden.

Aufgabe 34: (5 Punkte)

Verwenden Sie die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 10.8, um zu der Grammatik G = ({S, T}, {A,V,~,p,q¢,(,)}, P,S)
mit

P={S— SAS|SVS|(S)|T}
T— plgl-p|-g

einen PDA A zu bauen mit L(A) = L(G). Vergleichen Sie auBerdem die Ableitungsbéiume von G mit den Konfi-
gurationsfolgen von A fiir die Worter (p A ¢) V =q und (p)).

Aufgabe 35: (5 Punkte)
Beschreiben Sie die von dem PDA A = ({q0, 91,1, G2, @5, G2, Q175 925}, {a, b, ¢}, {A, B, Zo}, qo, Zo, A, {q1y, g2y }) mit

A= (q0.¢, %0, Z0,01) (q1,0,Z0,AZ0,q1) (g2, 0, Zo, 2o, q2)
(905€, Z0s Zo:q2) (@150, A, AAq1)  (g2.b, Zo, BZo, ¢3)
(q0,€, Zo, Zosqr)  (q1,0, A €.qn) (g3,b, B, BB, ¢3)
(a2,a, Zo, Zo, q2¢) (1,0, A, €,q1) (g5; ¢, B, €,q2)

(G1,€, 20, Zo,q1f) (G2, ¢, B, €,G2)
(a1y:¢ 20, Zo, q1y) (@2, € Zo, €, Goy)

akzeptierte Sprache und begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 36: (5 Punkte)
BEs sei A= ({q0;q1, 92,95}, {a, 0}, {Zo, A}, qo, Zo, A, {qy}) ein DPDA mit:

A ={ (q0,a,Z0,AZ0,90) (q0,a,4,A4,q0) (q0,b,A,¢,q1) (q1,0,4,¢,q1) }
(q1,0,4, A, q2) (g2,6, A, AA, q2)  (q1,€, Z0,€,q1)

Geben Sie einen DPDA A an mit L(A) = L(A). Tip: Uberlegen Sich sich, wie DEAs komplementiert werden, und
beachten Sie dabei, daf es fir DPDAs noch andere Griinde fiir das Nicht-Akzeptieren eines Wortes geben kann.
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0.9.1 zu Aufgabe 32:

Ein PDA heisst “quasi-deterministisch”, falls

o flralleq € Q, firallea € by existiert hochstens ein Ubergang der
x»u{e} bei deterministischen
Form(q,a,Z,...,...) € A
e Existiert ein Tupel(q,a,Z,...,...) € A, so gibt es kein Tupelg,a, Z,...,...) € A mit
a€EX

Wirwissen: Ls = {wd | w € {a, b, c}*} ist nicht dkf. (fir keinen DPDAA gilt: L(A) = Ls)
Gesucht: Quasi-deterministischer PDA mit L(A) = Ls.
A = ({11, 1, I, e, IL 1}, {2, A, B,C}, 1T, Z,, -, {11 }) mit (im folgenden steht: fur ein

Elementauga,b,c},und(...,z,X,...) € Aliestsichalg...,a,...,4,...),...,(..,¢,...,C,...)).
A ={(Go,e, Zo, e, qr) % A akzeptiere

((j(% & ZO? ZO» (JO)

(qo,x, Zo, X Zy, G) % 1. Buchstaben lesen und raten
(q1,2,Y, XY, §) % n + 1. Buchstaben lesen und raten
(¢,e,X, X, q1) % raten, dassl nach 1. Worthélfte liegt
(¢,e,X, X, q2) % raten, dass 2. Worthalfte beginnt
(q27 z, Xv g, 612)

(q2,€,Zo,€,45)}

0.9.2 zu Aufgabe 33:

Lemma 14: IstL dkf., so auch min(L)
{weL| kein echtes Prafix von liegt in L}

zu zeigen: min(Lg) ist nicht kontextfrei.
Ls ={ww|w € {a,b}*}

Beweis: Es seiL’ := min(Lg) N (ab)™ (be)™ (ab)* (be) ™

L,
Es gilt: = Wenn L’
e L, istregular

e [, ist kontextfrei

e kf. Sprachen sind unter Durchschnitt mit regularen Sprachen ab-
geschlossen.

nicht kf. ist, so ist auchnin(Lg) nicht kf.
Wir zeigen also, dask’ nicht kf. ist (mit P.L. flr kf. Sprachen)
siehe Beweis von Satz 10.15 !
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0.9.3 zu Aufgabe 34
A mit N(A) = NV (G) sieht wie folgt aus:
A = ({H}7 {/\7 \/7 ) (7 )a \/a H}7 {/\a \/7 ) (7 )7 \/7 Ha Sa T}7 Ha 87 )

A={(q,& 579 |vye{SASSUS(S),T}
{(4,e,T,7v,4) | v € {p, ¢, P, ~q}}
{(qA7a”a7€’qA) | ae {/\7\/7_|7 (7)’p’Q}

q
qA7w175\/S) l_A
quwh(S)vS) }_A
¢, w1,S)V Sta
q

0.9.4 zu Aufgabe 35:

0.9.5 zu Aufgabe 36:

Ableitungsbaum fltw, =
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