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Vorwort

Dies ist eine Mitschrift zu der Vorlesung Automatentheorie und formale Sprachen im Sommerse-
mester 1999. (http://www-i2.informatik.rwth-aachen.de/Vorlesung/ATFS99/) Sie ist noch nicht
fertig! (Geht ja auch nicht, das Semester lduft ja noch). Es ist nicht (oder nur sehr schwer) méglich,
alles so zu TgXen, wie es Herr Prof. Dr. Indermark anschreibt, was nicht an seiner Tafel-Anschrift
sondern an den Unterschieden zwischen Tafel/Kreide und BTEX liegt. Wir geben uns miihe, alles
so korrekt wie moglich zu halten, aber Fehler kénnen immer passieren. Diese Mitschrift soll auf
gar keinen Fall die Vorlesung ersetzen. Herr Prof. Dr. Indermark erzshlt noch vieles mehr, neben
dem was er anschreibt, was auch hilfreich zum Verstdndnis des Stoffes ist.

Dieses Skript soll Hérern der Vorlesung eine iibersichtliche Mitschrift mit Inhaltsangabe und Index
geben, um zum Beispiel Begriffe schneller zu finden. Auflerdem soll es Studenten, die die Vorlesung
erst noch horen wollen oder die es nur so interessiert, einen Einblick in dieses Fach geben.

Notation

Es gibt leichte Unterschiede in der Notation: In der Vorlesung wird fiir eine Folgerung ~ benutzt,
hier aber =. Fiir die Ableitungsrelation wird in der Vorlesung eben dieses = benutzt, hier wird
dafiir dann eben ~ benutzt.

Weitere Informationen: http://www kawol.rwth-aachen.de/ kritanus/
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Kapitel 1

Alphabete, Worter, Sprachen

Zeichenreihen als Grundobjekte der Informatik.

1. Grundbegriff:

3 Alphabet, nicht-leere endliche Menge. a € ¥ Buchstabe, Character, Symbol.

2. Grundbegriff:

¥* Menge der Worter iiber X.
¥ :={a1az2...ann € N,a; € ¥}

Worter, Zeichenreihen, Zeichenketten, Strings. Sonderfall: n = 0: das leere Wort, Bezeichnung: €

Operationen auf ¥*

e Verkettung(Konkatenation)
iYXYo Y (w,v) B w v = ww
Es gilt:

1. - ist assoziativ: (u-v) -w =wu- (v-w)

2. gist --neutral: e - w=w-e=w

Sprechweise: < 3; _- ;¢ > ist eine Halbgruppe mit 1 (Monoid).
Bem.: freie Erzeugung

e Linge eines Wortes w = ajaza3 ...a, € X*:
|a1 . ..an| :==n, falls alle a; € &
also: |e] = 0 und |wy| = |w| + |v|

e Potenzen eines Wortes w € X*:
wl:=¢
w™t = ww

e Spiegelbild eines Wortes
eft:=¢

(wa)® := a(w®)
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3. Grundbegriff

P(X*) Menge der formalen Sprachen iiber X.
PEY) ={LILC X"}

Bsp.: ¢, {e}, {w1,...,wp}, T*
Operationen auf P(X*)

e boolesche Operationen: L; U Ly, L1 N Lo, L:= ¥*\L
e Komplexprodukt: Ly Ly := {wywsz|w; € L;}

e Potenzen einer Sprache:
L0 = {¢}
Lt =LL"

e Stern einer Sprache (Iteration, Repetition):

¥ =, " Lt:=LL* =2, L7
e Spiegelbild einer Sprache: L¥ := {wf|w € L}

e reguliire Operationen:
Ly ULy, Iy Ly, L*



Kapitel 2

Reguliare Ausdriicke und endliche
Automaten

2.1 Regulidre Ausdriicke

Ein reguldrer Ausdruck ist eine endliche Beschreibung unendlicher Sprachen. Wesentliches Hilfs-
mittel ist der Stern *

Definition (Syntax): Sei ¥ ein Alphabet. Die Menge RA(X) der regulidren Ausdriicke iiber
Y ist induktiv definiert durch

—_

. A € RA(S)

v

a € RA(Y) fiir jedes a € ¥

(aV pB) € RA(Y) falls a, B € RA(Y)
(a-B) € RA(D) falls a, B € RA(Y)
(a*) € RA(Y) falls & € RA(Y)

oroke @

Vereinfachende Schreibweise:

e Prizedenzregeln um Klammern zu sparen:

* bindet stirker als -
- bindet stirker als V

e Das - wird unterdriickt

Beachte:
RA(Y) ist selbst eine formale Sprache.

Definition (Semantik) Ein regulirer Ausdruck beschreibt eine formale Sprache iiber X:

o [1: RAX) — B(E7)
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. [A]:=¢
o [(aV8)] =[a] U]
 [(e-B)] := [o][F]

o [(@")] = [o]"

Die so beschreibbaren Sprachen heiflen regulir.

Definition: Die Klasse REG(X) der reguldren Sprachen iiber ¥ ist induktiv definiert durch:

o $,{a} € REG(X) fir allea € &

e L' € REG(Y) — LUL',LL',L* € REG(S)
Die Menge WP der WHILEy-Programme! ist induktiv aufgebaut {iber den Mengen
A= {Xz =X;+1, X;:= X,—lllEN} und
B := {X; > 0]i € N} durch

1. ACWP

2. P,QQ € WP = begin P;QQend € WP

3.beB,P,Qe WP —ifbthen Pelse @ € WP

4. be B, P € WP = whilebdo P € WP

Sei Epath := AU (B x {true,false}) und zur Vereinfachung birye := (b, true); brase := (b, false)

Fiir P € WP definieren wir die formale Pfadsprache Lp C ¥},

—

. Ly:={a} firac A

. Lpegin P;Q end := LpLg

Lis b then P eise @ = {btrue }Lp U {btaise } L
Lunite  do P 2= ({btrue } Lr)* {Draise }

e

Es folgt: Beschreibung von Lp durch ap € RA(Epath):

1. o, = a

2. Qlpegin P;Q end ‘= OpQQ

3. Qf b then P else Q = biruveap V bfalseaQ
4. Owhile b do P := (btrueaP)*bfalse

Beachte: Analogie zwischen WP und RA(XpatH)- Jedoch: Abstraktion von Anweisungs- und Be-
dingungssemantik.

Definition: Ppatn@ <= Lp = Lg (Pfaddquivalent)

Folgerung: Ppatn@ = P ~ @ (d.h. fp = fg). Beachte: Ppatn( ist durch endliche Automaten
entscheidbar, wahrend P ~ () unentscheidbar ist.

! Bezeichnung bei Prof. Thomas, Berechenbarkeit und Komplexitit (WS 98/99)
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Standard Probleme fiir RA(Y):

1. Wortproblem (matching Problem):
Gilt w € [o] fiir w € T*?

2. Aquivalenz-Problem:

Gilt [o] = [A] fiir a, B € RA(S)?

3. Leerheits-Problem:
Gilt [a] = ¢ fiir o € RA(X)?

All diese Probleme sind mit endlichen Automaten entscheidbar.

2.2 Deterministische endliche Automaten

Definition: Seien () und X nicht-leere, endliche Mengen, ¢o € @, F C Qund d : @Qx¥ — . Dann
heifit A =< @, X, d, go, F' > ein deterministischer endlicher Automat iiber ¥ mit der Zustands-
menge (), dem Eingabealphabet ¥, der Transitionsfunktion §, dem Anfangszustand g
und der Endzustands-Menge F.

Bezeichnung: 2 € DFA(Y), 2l € DFA Darstellung 2 durch Transitionstafel und Zustandsgra-
phen.

Definition: A =< Q,%,d,q0, F >€ DFA(X) bestimmt die erweiterte Transitionsfunktion
0:Q x T* mit 6(q,¢€) :=¢q

6(g, wa) = 6(6(q, w), a)
beziehungsweise
4(g, aw) = 6(6(g, a), w)

Ziel: £(3, DFA) = REG(Y)
Hilfsmittel: nicht-deterministische Automaten.

2.3 Nicht-deterministische Automaten

Definition: Seien @), X, go und F wie bei einem 2 € DFA, ferner ¥, :=XU{c}und d: Q@ x X, —
PB(Q)- Dann heiit A =< Q,%,d,q0, F > ein nicht-deterministischer, endlicher Automat
iiber ¥

Bezeichnung: NFA(X), NFA
Es folgt: DFA(X) C NFA(Y)

Hinweis: Worttransitionen sind durch Zwischenzustinde simulierbar.

Semantik eines 2 € NFA(X): Menge der Konfigurationen von 2 : () x T*
Transitionen fiir alle ¢,¢' € Q,w € ¥*,a € X definieren wir

e Y-Transitionen: (q,aw) F (¢',w) < ¢' € §(q,a)

e c-Transitionen: (¢, w) F (¢',w) <= ¢' € 6(q,€)
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Dann ist die durch 2 erkannte Sprache definiert als

L®) = {w € S*|(qo,w) F (¢,¢) mit q € F}

Definition: Sei 2 € NFA(X). Der Potenzmengenautomat Ap =< Qp,%,0p,qp, Fp >€
DFA(Y) ist definiert durch:

¢ Qp={TCQPRweS*:YgeT: (g uw)k (ge)}

*

* qop:={q € Ql(q0,¢) F (g,8)}
o Fp:={T € Qp|T NF # ¢}

e jp:=Qp XX —Qp
op(T,a) :={q € Q|(¢g,a) F (¢,¢) fiirein g € T'}

Beachte: T € Q, = Fw e 2* T ={¢ € Q|(g,w) r (g,e)} = 6,(T,a) = {¢' € Q|(qo,wa) F
(d,e)} € Qp

Lemma: Sei 2 € NFA(X). Dann gilt: L(A) = L(Ap)

Beweis: Zuniichst zeigen wir, daf fiir alle w € ¥* und ¢ € Q gilt: ¢ € d,(qo,,w) <> (qo,w) F
(¢,€)

® W =E¢€
_ *
q € 0p(qo,,€) <= q € g, <= (90,¢) - (¢,¢)
———

=qop,

s w=uwa _
q € 6p(qo,,w'a) = 0p(0p(qo,,w'),a) <=

3" € 3p(qo,, w") : (¢'a) - (q,¢) =

3¢' € Q : (qo,,w'a) - (¢',a) - (g,¢) <=

(qu wla) F (qa 6)

Daraus folgt die Behauptung: w € L(l) <= 3q € F : (qo,w) F (g,¢)
q € 0p(qo,,w) und g € F

0p(qo,,w) € F < w € L(,)

2.4 Synthese und Analyse endlicher Automaten

Synthese: Konstruiere fiir & € RA(Y) einen dquivalenten 2A(a) € NFA, das heifit: o] = L(™U(a))

Der Algorithmus von Thompson
Idee: A(c) hat genau einen Endzustand gf, wobei go Quelle ist und gy Senke ist (im Zustands
Graphen).
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A(a) :=

a€EX

AA) =

A(a*) :=

%aa
~

Offensichtlich gilt fiir jedes @ € RA(X) : [a] = L(™A(w))
Korollar: REG(X) C L(X, DFA)

Analyse: Konstruiere fiir 2 € DFA(Y) ein a(2) € RA(X) mit [a(A)] = L(A)
A=<Q,%,0,¢,F > DFA(X) und Q ={q1,---,qn}
Firi,j € {1,...,n} und k € {0,1,...,n} definieren wir:

Wi’;- :={w € ¥* |w iiberfithrt ¢; in ¢; ohne Benutzung von gx41,-..,qn
als Zwischenzustinde}

Dann gilt: L(A) = queF Wi

Somit geniigt der Nachweis der Regularitit der Sprache WZ’; Induktion iiber k:
1. k=0: W} C X ist reguldr, {e} = [A*]
2. k—1—k: Wk =wituwi -t (Wih) Wit

Korollar(Satz von Kleene): L(X, DFA) = REG(Y)

Korollar: REG(X) ist auch abgeschlossen unter N, —.
Beweisidee:

1. Komplement: F' := Q\F
2. leL2 = .[71UI:2

13
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2.5 Das Pumping-Lemma

Hilfsmittel zum Nachweis nicht regulérer Sprachen.
Satz(Pumping-Lemma, Iterationslemma)
Sei L € REG(X). Dann existiert k € ¥, so daB fiir jedes € L mit |z| > k eine Zerlegung = = uvw
mit folgenden Eigenschaften existiert:
1. v|>1
2. Juv| <k
3. wvtw € L fiir alle 5 € N, insbesondere fiir ¢ = 0

Beweis: Sei 2l € DFA(Y) mit L(A) = L und k = |Q|. AuBlerdem sei = € L mit |z| > k.
Erkennung von z in 2A:

~-O-O-00 0O

| qO I / I J

1. Wiederholung eines g
Seien @ das erste Wiederholung-Paar von Zustéinden, so folgen (1.)-(3.).

Beachte: Das Pumping-Lemma beschreibt eine notwendige, aber nicht hinreichende Eigenschaft
reguldrer Sprachen. Daher eignet es sich sehr gut um nicht-regulére Sprachen nachzuweisen.

Beispiel: L = {a"b"|n > 1} € REG({a,b})

Beweis: Angenommen L € RE(G. Dann existiert £ € N mit den Eigenschaften des Pumping-
Lemmas (“Pumping-Index”). Fiir z = a*b* muf} eine Zerlegung existieren a*b* = wow mit v # ¢
und |uv| < k, also v € {a’|i > 0} und uw = a*~1*/b* € L. Widerspruch.

2.6 Zustandsreduktion endlicher Automaten

Ziel: Konstruktion endlicher Automaten mit minimaler Zustandsanzahl.

Definition: Fiir L C ¥* und w € ¥* heifit d,,(L) := {v € ¥*|wv € L} die Ableitung von L

nach w

Lemma: Sei L = L() fir A =< Q, %, 6, ¢, F >€ DFA(Y). Dann gilt fiir D(L) := {d(L)|w € £*}:
|D(L)| < Q|

Beweis:
o w

Fiir ¢ € @ bezeichne L(q) := L(< Q,%,d,q, F >). Dann gilt: dy,(L) = dy(L(g0)) = L(6(qo,w)).
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Definition: Der Ableitungsautomat 2; :=< D(L),%,d,q0, F >€ DFA(Y) ist fiir L € REG
definiert durch

o g:=d.(L)=1L

o F:={dy(L)|lwe€ L} dh. € € dy,(L)

e 0(dw(L),a) := dya(L)

Beachte: dy, (L) = dy (L) = dya(L) = dya(L)

Lemma: L) =L B
Beweis: w € L(;,) < 6(go,w) € F <= d,(L) € F <= we€ L.

Korollar:

e Der Ableitungsautomat ist Zustandsminimal.

e Fiir L C ¥* gilt: L € REG <= |D(L)| < oc.
Zustandsreduktion: Konstruktion eines Zustandsminimalen Automaten aus einem gegebenen
Automaten durch

e Weglassen nicht erreichbarer Zustinde und

e Verschmelzen dquivalenter Zustinde.

Dann heifit:

e g € Q erreichbar :<= Jw € ¥* : §(qgo,w) = ¢
e ¢ ~ ga(dquivalent) :<= L(q1) = L(g2)
Definition: Fiir A =< Q, %, §, qo, F >€ DFA(Y) ist der Faktorenautomat

A/ ~:=<Q,%,0,q, F >c DFA(T) wie folgt definiert:
Fiir g € Q sei [q] :={¢'|la ~ ¢'}-

Q = {[6(qo, w)]|w € ="}

[ [ ]
S

=
|
=] ——
S— —
LR
N =
= Mm

~—~
QY
—

=

Beachte: ¢ ~ ¢ = L(q) = L(¢') = d(q,a) ~ d(¢',a)

Lemma: Fiir 2 € DFA(X) gilt: 2/ ~ = g (bis auf Zustandsnamen).
Insbesondere ist 2/ ~ &dquivalent zu 2 und es folgt: Zustandsminimale Automaten sind bis auf

Isomorphie eindeutig bestimmt. B
Beweis: Sei §: Q — P(L(2l)) definiert durch 8([6(go, w)]) := dw(L(A))

e [ ist unabhingig vom Reprisentanten w € ¥*:

8(d0,) ~ 6(g0,w) = L((g0,w)) = L(5(q0,v)) = du(L(N)) = dy(L(2))
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e [ ist bijektiv, weil die obige Folgerung umkehrbar ist.

e [ ist strukturerhaltend:

=g € F: B([0(go,w)]) = dw(L(A)) Endzustinde des Ableitungs-Automaten.
)]a a) = [S(qoa wa)]

Verfahren zur Zustandsminimierung

e Weglassen nicht erreichbarer Zustinde.
e Verschmelzen dquivalenter Zustinde.
Definition

Sei A =< Q, X, 0,q, F >€ DFA und jeder Zustand erreichbar. Ferner k € N; ¢1, g2 € Q. Dann sagt
mamn:

e ¢ k-dquivalent ¢ (q1 X G2) <= Yw e X |w| <k: weL(q) < we€ Lig)

e 2l induziert die Abbildung r* : Q2 — {0,1} mit r*(¢q;, ) = 1 <= ¢ £ g
Diese konnen als Matrizen R* = (r*(g;, qj))i j=1 mit n = |Q| dargestellt werden.

Beachte: 7*(gi, ¢;) = (g5, %)
Berechnung der k-Aquivalenz-Matrizen

0
eqgi~qp < (eEF<= geF)

e g = g gpud 6(q1,a) S 6(gz,a) fiir alle a € ¥

Lemma:
Es gibt ein k € N, so da8 fiir alle n € N R* = RF+7 gilt.

Beweis:
Da r*(g;,q;) = 0 = r*"'(gs,q;) = 0, muB es ein k geben, mit r* = r*+!. Dann muB auch
,,.k = '[‘k+n fiir alle n €N gelten:

. k k41 .
Sei 7% = (q1,¢2) = r*t'(q1,q2) = 1 also q1 ~ g2 und ¢ + go- Sei ferner a; ...ag12 € L(qq).

o(q1,a1) L d(ga,a1), also auch d(q1,a1) ket 0(ga,ay).
Somit ag . ..akt+2 € L(6(g2,a1)) und a; . .. ag+2 € L(ga).

Wegen Symmetrie folgt: ¢; kg g2-

Markierungsalgorithmus

Eingabe: % =< @, X, 4, qo, F' >€ DFA, jedes q € @ ist erreichbar.
Ausgabe: dquivalente Zustinde.

Verfahren:

e Tabelle aller Zustandspaare {g¢,¢'} mit ¢ # ¢'.

e Markierung aller Zustandspaare {q,¢'} mit ¢ € F' und ¢’ ¢ F' (oder umgekehrt).
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e Fiir jedes unmarkierte Paar {q,¢'} und a € ¥ teste, ob {d(g,a),d(q’,a)} markiert ist. Wenn
ja: Markiere {q,q'}.

e Wiederhole letzten Schritt, bis keine Anderung mehr erfolgt.

e Unmarkierte Paare repréisentieren dquivalente Zusténde.

Bemerkung: Implementation mit O(|Q|?) Zeitkomplexitéit moglich.

2.7 Entscheidbare Eigenschaften

Deterministische endliche Automaten (DFA)

e Wortproblem: w € L(2)? fiir w € ¥* und 2 € DFA(Y).
Durch Eingabe in |w| + 1 Schritten entscheidbar.

e ¢-Problem/Leerheitsproblem: L(2) = ¢? fiir A € DFA(Y).
Durch Eingabe aller Worte w mit |w| < |Q| entscheidbar.
Beachte: w € L(2), |w| > |Q| = Jv € L(A), |v| < |w]
Verfahren: testen, ob F' von go erreichbar. Durchfiihrung in O(|Q|?)-Zeit. Bei geschickter
Implementierung der Mengenoperationen auch besser.

¢ ~-Problem/Aquivalenzproblem: L(2) = L(2)? fiir 2,2’ € DFA(Y).
Reduktion auf ¢-Problem.
L(A) = L(A") <= L(A) C L(A') und L(A") C L(Y)
<~ LA)NLAA') =¢und L") NLA) = ¢
—_—— —_——

Aq Ao
2 Produktautomaten mit |Q| - |Q'| Zustéinden auf ¢ testen. ~-Problem ist in O(|Q|? - |Q'|?)-
Zeit 16sbar.

Regulidre Ausdriicke, nicht-deterministische Automaten

Durch Transformation in DFA’s sind alle 3 Probleme entscheidbar. Aber der Aufwand steigt:

e Wortproblem: O(|a||w|)-Zeit, O(|a||w|)-Platz.
e ¢-Problem: NFA wie DFA behandeln. RA — NFA in O(|a)-Zeit mit |Q] < 2|¢

e ~-Problem: NP-Hart (Pr € NP = P <p ~ —Problem)

2.8 Endliche Automaten mit Ausgabe

Idee: Bei Zustandsiibergéingen erfolgt sequentielle Ausgabe.

Definiton: Sei < @, %,0,qo, F' >€ DFA, A ein Ausgabealphabet (nicht-leere, endliche Menge)
und A : Q@ X ¥ — A eine Ausgabefunktion. Dann heifit A =< Q, %, A, gg,9, A > ein Mealy-
Automat. A berechnet die sequentielle Transformation fy : ¥* — A*

mit fy(e) :==¢ B

und fa(wa) = fa(w)A(6(go,w), a)
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2.9 Automaten als abstrakte Programme

GOTO-Programme

GOTO-Programme sind aufgebaut iiber den Mengen
A={X;:=X;+1, X;:= X; —1|i € N} (Anweisungen) und

B := {z; = 0]i € N} (Bedingungen)

nimlich als Zeichenreihen der Form

l:ag;2:a0;...k:ag

mit a; € AU {ifbthenjo eIsej1|b € B,1<jo,51 < k} und af = STOP.

Sei Epath := AU (B x {true,false}).
Fiir ein GOTO-Programm P = 1: ay;...k : STOP definieren wir ein Ap =< @, XpatH, d, g0, F >€
DFA

e Q=1{1,...,k,0}
®g=1
. F={k}

0(i,a) =i+ 1fallsi:a;e P

6(7:7 btrue) = Jo T . .
5(i, bpaee) = i } falls ¢ : if bthen jg else 71

e 0(i,c¢) = 0 sonst

Definition: Lp := L(2) heifit formale Pfadsprache von P PpaT(Q <= Lp = Lg.

Lemma: Pparn@ = P~ @ (aber nicht umgekehrt).
—— ———

entscheidbar unentscheidbar

Parallele Programme, Verteilte System

Reduktion von Parallelitidt auf Nichtdet..
Fiir Aktionen a und b wird al|b := (ab V ba)
NFA’s zur Modellierung verteilter Systeme. Beispiel: Deadlocks als Senkzustéinde.



Kapitel 3

Kontextfreie Grammatiken und
Kellerautomaten

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Definition: Seien N und ¥ nicht-leere endliche Mengen mit NUX = ¢. Sei P C N x (NN X)*
mit [P| < cound S € N.

Dann heifit G =< N, X, P, S > eine kontextfreie Grammatik. Bezeichnung: G € CFG(X) oder
G € CFG

Bezeichnung und Konventionen:

A BC,... e N Nichtterminalsymbole
a,b,c,... €X Terminalsymbole
SeN Startsymbol

., XY, Z € x:=NUX Symbole

a,B,7,... € x* Satzformen

U, V, W, ... € X* Terminalworter

A—a:=(Aa)eP Produktion, Regel

Definition: Sei G =< N,X, P,S >€ CFG und 1 = A — a € P. w bestimmt eine Ableitungsre-
lation ~;C x* X x* mit f1 N, B2 :<= es existiert ein Kontext v1,v2 € x*, so dal 1 = 11472
und B2 = y107.

Dann heifit das Tripel (71, ,72) auch Ableitungsschritt. G bestimmt die Ableitungsrelation
~e C x* x x* durch ~ng:=J,. ., ~r und damit die von G erzeugte Sprache L(G) := {w €
Z*|S f\*G w}

~gi= Uito ~'g (reflexive und transitive Hiille).

Es folgt: w € L(G) <= Jag,a1...0n € x*und my,..., 1 € P: S=ag g, a1 ... g, Qp =W
(n2>1)

TEP

Bezeichnung: CFL(Y) := {L C ¥£*|3G € CFG(Y) : L(G) = L}

Ableitungsbiume, Rechts- und Linksableitung, Ein- und Mehrdeutigkeit

Sei G =< N, %, P,S >€ CFG.
Darstellung von Ableitungen durch Biume:

19
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1. Eine Regel 1 = A — X; ... X, bestimmt den Regelbaum

/A\
Xq Xn
A

Spezialfall: fiir n=0
€

2. Eine Ableitung A ~ a; ~ aj... ~ a; bestimmt den Ableitungsbaum durch entspre-
chendes Verkleben der Regelbdume.
Definition durch Induktion iiber n € N

e 1 = 1: Regelbaum

en — n+1: A ay...a, habe den Ableitungsbaum:

QM Gpyq mit dem Ableitungsschritt 7 : B — 8 (u, m,v).
Dann entsteht der Ableitungsbaum von A ~ ay ... ™~ a1 durch Anhingen des Re-
gelbaums von 7 zwischen v und v.

A

L

Folgerung: Ein Ableitungsbaum repriisentiert eine Klasse von Ableitungsbdumen die sich nur
in der Reihenfolge von Ableitungsschritten unterscheiden. Ein Ableitungsbaum reprisentiert die
relevante syntaktische Struktur.

Definition: Eine Ableitung heifit Rechtsableitung (Linksableitung), wenn jeder Ableitungs-
schritt (a,m, ) ein Rechtsableitungsschritt, das heifit 3 € £* (ein Linksableitungsschritt,
das heifit o € £*) ist.
Schreibweise: ~ beziehungsweise .

r

Folgerung: Ein Ableitungsbaum hat genau eine Rechts- und genau eine Linksableitung.

Definition:

e G € CFG(Y) eindeutig:<= zu jedem w € L(G) gibt es genau 1 Rechtsableitung b ~ a;
r T

r

¢ G mehrdeutig:<=> G nicht eindeutig.
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3.2 Einseitig lineare Grammatiken
Definition: Sei G =< N, X, P, S >¢ CFG.

e Dann heifit G linkslinear, wenn fiir jedes # = A — a € P gilt: a = Bw oder a = w fiir
ein B€ N und w € ¥*.

e Gilt stattdessen o = wB oder a = w fiir jedes w € P, so heifit G rechtslinear.

e (G einseitig-linear:<=> G linkslinear oder rechtslinear.

Ziel: {L(G)|G linkslinear} = {L(G)|G rechtslinear} = {L(G)|G einseitig-linear} = REG
Satz: £(3, NFA) = {L C ¥*|L = L(G), G rechtslinear}

Beweis:

D: Sei G =< N, X, P, S > rechtslinear. Auffassung von G als % =< @, %, 6, ¢, F >€ NFA

Q@ = N U{q}, g5 neu, §(A,w) > B falls A — wB in G,6(4,w) 3 ¢y falls A «— w, g0 := 5,
F = {qf}.

Offensichtlich: L(G) = L(A)

Wortiibergang durch Zwischenzustinde beseitigen.

C: Sei A =< Q,%,6,q0,F > IFA. Auffassung von 2 als G =< N, X, P, S > rechtslinear.

0O=%0 Endzustéinde
q q’
qg — aq' gr—qr —¢€

Korollar: REG(X) C CFL(X)
Fiir |X| > 2 ist diese Inklusion echt, weil {a"b"|n € N} = L(G) mit G = (S — aSb|a — ¢).

Bemerkung: |X| = 1 = REG(X) = CFL(Y)

Lemma: L € REG(X) = L® € REG(X)
Beweis: Zu 2 € DFA(X) konstruiere A € NFA(X) mit L(AF) = L(A)F

q

Idee: ersetze @ — . durch e «=—
q q 90

o, <— e durch ® und ergénze diesen NFA durch
q 90

fiir alle g € F.

Korollar: {L C ¥*|L = L(QG), G rechtslinear} = {L C X*|L = L(G), G linkslinear}
Beweis: L rechtslinear erzeugbar <= L% rechtslinear erzeugbar <= L linksliniear erzeugbar.

3.3 Normalformen von kontextfreien Grammatiken

Hilfsmittel: Vorgéinger von Satzformen
an~ 3 «a direkter Vorginger von S.

a~ B« Vorginger von f3.

Definition: Sei G =< N, ¥, P, S >€ CFG und L C x*. Dann ist

1. die direkte Vorgingermenge von L definiert durch Pre;(L) := {a € x*|3F € L : a ng
B}

2. der Vorgéngerabschluf von L definiert durch Pre},(L) := {a € x*[38 € L: a A~ B}.
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Lemma: Sei G =< N,X,P,S >€ CFG und L C x*. Dann gilt: L € REG(x) = Pre*(L) C
REG(x)-

Beweis: Sei 2 =< @, X, 9, g0, F' >€ NFA mit L(2) = L. Konstruiere ' =< @, x, 8", 90, F >€ NFA
durch hinzufiigen folgender Transitionen: wenn A — a € P und &(¢,a) 3 ¢' so 6'(q, A) > ¢'.
Ergénze § um solche Transitionen, solange das mdglich ist. Dieser Erweiterungsprozef terminiert,
weil () und x endlich sind. Die Korrektheit ist offensichtlich.

Definition: Sei G € CFG(X) und A € N.

1. A heifit produktivi<= Jw € X*: A A w.

2. A heifit erreichbar:<—=> Ja,f € x: S A aAp.

Folgerung: A produktiv <= A € Pre;(X*)
A erreichbar <= S € Preg,(x*{A}x*)

Definition: G € CFG(X) heifit reduziert:<=> entweder P = ¢ oder jedes A € N ist produktiv
und erreichbar.

Lemma: Jedes G € CFG(X) 148t sich in eine dquivalente reduzierte G, G' € CFG(X), transfor-
mieren.

Beweis: Stelle fiir jedes A € N mit Hilfe von NFA’s ob A erreichbar und produktiv.

Fall 1: S nicht produktiv. Wahle P = ¢

Fall 2: S produktiv. Weglasse aller A € N, die nicht produktiv oder nicht erreichbar sind, sowie
aller Regeln, in denen solche A’s vorkommen.

Korollar: Das ¢-Problem von CFG’s ist entscheidbar.

Elimination von ¢-Regeln

Definition: G € CFG(X) heifit e-frei: A — ¢ € P <= A = S und S auf keiner rechten
Regelseite.

Lemma: x ~ ¢ <= A € Pre*({e})

Satz: Jedes G € CFG(X) 148t sich in eine dquivalente e-freie Grammatik G’ € CFG(X) transfor-
mieren.

Beweis: Konstruiere mit Pre* ({¢}) die Menge N, := {A € N|N A} und damit G’ =< N, %, P', S’ >¢
CIG:

e N':=NU{S'}
o Pl:={S"— S}U{S' —¢|S e N} U
{A—)Xle“{ZZ ].,Xie (NUE)EIaO,al,...,ak ENJ:A—)aOXlal...Xkak EP}

Beachte: Wegen k > 1 entfallen e-Regeln und G’ ist e-frei.
Bleibt zu zeigen: L(G') = L(G)
l.w=e:e€ L(G'") < SE€N, < Snge < € LG)
2. w#e

(a) w e L(G") d.h.
= Sngw = S~gw = w € L(G) weil Ableitung in G' mit a; ~ aufgefiillt
werden kann zu Ableitung in G.
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(b) w € L(G)
Wir zeigen durch Induktion iiber Ableitungslinge r, daf gilt: A g w € ¥t —
r

Af‘le'w
r=l:Anww#e = A—weP = A—weP = Angw
ror+1LANX;... Xy nNgw

T
Dann existieren Ableitungen X; ~ng w; mit w = wy ... wg, 7; <7
r

Falls w; # ¢, X; m*(;: w; nach Induktionsvoraussetzung.

Falls w; = €, so X; € N.. Durch entsprechendes Loschen entsteht A ~ngr X ... X ]’ ~

! [
wy...w; = w.

Elimination von Kettenregeln

Definition: Eine Regel der Form A — B heifit Kettenregel.
Satz: Jedes G =< N, X, P,S >e CFG lifit sich in eine dquivalente e-freie Grammatik G' =<
N' %, P', S >€ CFG ohne Kettenregel transformieren:

Beweis: 0.B.d.A. sei G e-frei. Wir definieren G' =< N, X, P',S > durch A — a € P' :<= a &
N und es gibt B € N mit A € Pre*(B) und B — a € P.

Die Chomsky-Normalform

Definition: G =< N,X, P,S >€ CFG ist in Chomsky-Normalform (G € CNF) <= Jede
Regel von P hat die Form:

e A— BC mit B,C € N oder
e A— amit aeX oder

e S —» ¢ und S auf keiner rechten Regelseite.

Satz: Jedes G =< N, X, P, S >e CFG 148t sich in eine dquivalente Grammatik G' € CNF trans-
formieren.

Beweis: 0.B.d.A. sei G e-frei und ohne Kettenregeln. Aulerdem kénnen wir annehmen, dafl fiir
k>2A— X;,...X; € P = X; € N. Denn X; = a kann ersetzt werden durch neues C; € N
unter hinzufiigen von C; — a.

Die Greibach Normalform, Linksrekursion

Definition: G =< N, X, P, S >€ CFG ist in Greibach-Normalform (G € GNF') :<= Jede Regel
von P hat die Form

e A— aB;...B, oder
e A — aoder

e S —» ¢ und S auf keiner rechten Regelseite.
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Bemerkung: G rechtslinear (A — wB, A — w) 148t sich offensichtlich GNF' dquivalent trans-
formieren.

Satz: Jedes G € CFG 1383t sich in dquivalente G' € GNF' transformieren.
Beweisidee: Elimination linksrekursiver N-Symbole.

Definition: A € N linksrekursiv :<== A A Aq fiir ein o € x*
Spezialfall: Direkte Linksrekursion:

Seien A — Aoy |Aas|. .. Aa,| alle Regeln der Form A — Aa
A— Bi]...|Bs

Transformation:

A\ A

A , z
/ \ wird simuliert durch / \
B o2
neuer Regelsatz: A — 81Z]|...|8sZ|51|8s
Z —oZ|...|apZ|oq]. .. |ap

3.4 Abschlufleigenschaften von C'F'L, Pumping-Lemma

Hilfsmittel: Substitutionssatz, Pumping-Lemma.

Definition: Sei ¥ ein Alphabet und fiir jedes a € X sei ¥, ein weiteres Alphabet.

Dann heifit ¢ : P(E*) — P (( U Za)*) eine Substitutionsabbildung, falls
a€EX

* p({a}) € X5

e p({e}) = {e}

* o({ar...ar}) = p({ar}) - p({az}) - ---- e({ar})

* (L) = wLEJLSO({w})
Substitutionssatz:
Sei p: P(X*) — P ((aLEJEEa)*> eine Substitutionsabbildung. Dann gilt:
L € CFL(S), p(a) € CFL(3,) fir alle a € ¥ = (L) € CFL( |J ,)

a€EX
Beweis: Kombination Kontextfreier Grammatiken mit disjunkten N-Symbolmengen. Ersetze a €

¥ durch S,:

AYAYA
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Korollar: CFL(Y) ist unter reguliren Operationen abgeschlossen.

Beweis: Seien L;, Ly € CFL(X) und a, b Buchstaben mit ¢(a) = L; und ¢(b) = Ly. Dann gilt:
p({a,b}) = LiU L,
p(ab) = Ly- Ly

p({a}) = L

Da {a,b}, {ab}, {a} € CFL({a,b}), folgt die Behauptung.

Fiir den fehlenden Abschlufl unter N und "betrachten wir das Pumping Lemma (uvvwzy-Theorem).

Pumping-Lemma

Sei L C CFL(X).
Dann existiert k£ > 1, so daf fiir alle z € L mit |z| > k gilt:
es existiert eine Zerlegung z = uvwxy mit
o |vwz| < k,
e vz #¢e und
o wiwziy € L fiir alle i € N.
Beweis: 0.B.d.A. sei G =< N, X, P,S >€ CNF mit L(G) = L\{e}.

Sei n :=|N|, k:=2" und z € L mit |z| > k.
S

Ein Ableitungsbaum ¢ :Lzl hat mindestens 2" Blitter. Da G € CNF', muf} ein Pfad p maximaler
Lange mindestens n + 1 Kanten, also n + 2 Knoten besitzen. p besitzt daher mindestens n + 1
Knoten mit N-Symbolen. Also gibt es 2 Knoten mit gleichem N-Symbol.

u v w X y
[l 2K
Wihle auf p den letzten Knoten, dessen Marke A € N sich wiederholt. Dann hat sein Teilbaum
hiéchstens 2™ = k Blétter.

o jvwz| <2" =k

e vx # ¢ weil G € CNF (A — BC)

o wiwzly € Lfirallei € N
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Lemma: L = {a"b"c"|n > 1} ¢ CFL({a,b,c})
Beweis: Wiihre L kontextfrei, so existiert ein Pumping-Index k € N. Fiir a
wvwzy mit den Eigenschaften des Pumping-Lemmas. Insbesondere uwy € L

a...ab...bc...c = uw
<k

Da vz # &, mufl |uwy|_ < 3k sein. Da |vwz| < k, kann vz nicht gleichzeitig ein a und ein ¢
enthalten. Also mufl uwy = ...cF sein. Widerspruch.

kpkck existiert Zerlegung

Satz: CFL ist weder unter Durchschnitt noch unter Komplement abgeschlossen.

Beweis:
S — Sc|Ac nd S — aS|ad
A — aAb|ab " A — bAc|bc

erzeugen die Sprachen {a"b"cF |n, k > 1} beziehungsweise {a*b"c™ | k,n > 1} deren Schnitt nicht
Kontextfrei ist.

Da CFL unter Vereinigung abgeschlossen ist, kann CFL nicht unter Komplement abgeschlossen
sein, denn L1 N Ly = El U Ez

3.5 Entscheidbare Eigenschaften

Satz: Das Wortproblem und das Leerheitsproblem sind fiir CFG entscheidbar.
Beweis:

w € L(G) < S € Pre*({w})

L(G) =¢ <= S ¢Pre’(¥)

Bemerkung:

1. Das Wortproblem ist in O(n?) entscheidbar.

2. Das Aquivalenzproblem ist nicht entscheidbar.

3.6 Kellerautomaten

e Kellerspeicher (Stack, Stapel): wichtige Datenstruktur fiir die sequentielle Behandlung struk-
turierter Objekte.

e Charakterisierung von CFL durch nicht-deterministische Kellerautomaten. (Keine Aquiva-
lenz zu deterministischen Kellerautomaten.)

e Bedeutung deterministischer Kellerautomaten fiir den Compilerbau

— Syntaxanalyse
— Datenkeller (Auswertung von Rechner ausdriicken)

— Prozedurkeller (Speichertechnik fiir rekursive Prozeduren)

Definition: Seien @, 3, T nicht-leere, endliche Mengen von Zustéinden, Eingabe- und Kellersym-
bolen, ferner ¢y € @ Anfangszustand, F' C () Endzustandsmenge,zy € I' Kellerstartsymbol und
§:Q x X xT' — Pots(Q x I'*) Transitionsfunktion®.

Dann heifit A =< @, X, .4, qo, F, 20 > ein Kellerautomat iiber X.

Bezeichnung: 2l € PDA(Y)

Das f in Pot; bedeutet: endliche Teilmenge



3.6. KELLERAUTOMATEN
Semantik:

Konfigurationsmenge: ) x ¥* x I'* wobei die Kellerspitze links sei.

Einzelschrittrelation:
(g,w,a) F (¢',w',a)

e Y-Schritt
(¢,aw, Za) F (¢',w, pa), falls 6(q,a,Z) 3 (¢',B)

e c-Schritt
(¢,w,Za) & (¢',w, Ba), falls d(q,¢,2) 3 (¢',6)

Die von 2 erkannte Sprache

*

L) = {w € * | (q0,w, Zo) F (¢,¢,0), ¢ € F}

Bemerkung: alternative Erkennung mit leerem Keller dquivalent
L(PDA,F) = £(PDA,¢)

Satz: CFL(X) C £(%, PDA)

Beweis: Simulation von links-Ableitungen auf Keller.

Sei G =< N,%,P,S >€ CFG.

Definiere ¢ =< G, %,T',6,qo, F, Zg > € PDA(Y) durch Q := {¢},T': NUZE, Zy:= S,

0(g,a,a) := {(g,e)} fir allea € T

0(g,e,A) := {(¢,8)|JA— Bin P} firalle Ae N

Ziel: Nachweis von L(G) = L(2g,¢)

(*) A Aw = (g, wv, Aa) - (q,v, @) fiir alle v € ¥*, a € T,

“=": Induktion iiber Ableitunslinge n:

n=1A—w, (gwv,Aa) F (qg,wv,wa) F (g,v,a)

n—=n+1: A vdvr ... A, A w

Dann muf} 4; ~ Wi, W = VoW1 V1 ... WrVp, sO dal nach Induktion:

(g, vows ... wrvpv, Ac) b (g, vows ... V0,00 A1V1 ... Apvr@)
——_———

w
*
F (q,wivr .. v, Arvy . . Apvpa) nach Induktions Voraussetzung:
* * *
F (¢g,uiws...vv,v1...a) b ... F (¢g,v,a)

“<=": (Induktion iiber die Linge der Berechnung n)
n = 1: Dann mufl A — ¢ und w = ¢ gelten, also AN w=c¢

n+1
n—n+1: (gwv,Aa) F (g,v,a) zerfillt in
(g, wv, Aa) F (q,wv,v9A v ... Arv,q)

*

F (g wivr ... wevpv, A1vg ... Apvpa)
ni

F (g, wivr ... wpvpv, 01 ... Apvpa)

""lr
F (g,vrv,v,0)
*

F(g,v,0)
Nach Induktionsvorraussetzung gibt es Ableitungen

*
A~

27
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A, A wy, sodafl A ~ vgAiv ... Ao, A VoW1 ... Vp = W
Satz: £(3, PDA,F) C CFL(XY) (ohne Beweis)
Korollar: £(X, PDA,F) = CFL(Y)

Korollar: CFL ist unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen.

Beweis: Fiir L € CFL(X) und R € REG(Y) existiert 25 € PDA(Y) und Ar € DFA(Y) mit
L=L(Ar) und R = L(AR).

Konstruiere AL ||Ag € PDA(X) durch Parallel-Konstruktion.

Q= Qr x Qr und
6(((]1,(]2),&,2’) > ((qiaqé)’a) falls 6L(q17a5 Z) > (qi,a) und 6R(q27a) = qé
F:= FL X FR

Ziel: Der Deklarationszwang von Variablen ist keine kontextfreie Eigenschaft.

Lemma: L = {ww|w € {a,b}"} ¢ CFL

Beweis: Zuniichst zeigen wir L' = {a™b"a™b"™ | m,n > 1} ¢ CFL.

Wire L' € CFL, so existiert Pumping-Index k mit a*b*a*b* = wvwzy mit jvwz| < k und vz #
g, also auch uwy € L'. Das ist ein Wiederspruch, weil die Zahl der vorderen und hinteren a’s
beziehungsweise b’s nicht mehr gleich ist.

L' = Ln{a}*{b}"{a}*{b}*

Wire L € CFL, so auch L'. Wiederspruch.

Korollar: Die Menge P der Pascal-Programme ist nicht kontextfrei.

Beweis: L := {program T (output); var w : integer;

begin w := 1 end. |w € {a,b}"}

AlsoLC P

R sei bestimmt durch den reguliren Ausdruck

program T (output); var(a V b)T : integer;

begin(a vV b)* := 1end.

Dann gilt: L=PNR

h sei eine subst. Abbildung mit h(a) = a h(b) = b h(z) =e.

Dann h(L) = {ww|w € {a,b}*} ¢ CFL = L ¢ CFL = P ¢ CFL.

Deterministische Kellerautomaten

Ziel: £(X, DPDA) unter Komplement abgeschlossen, somit £(X, DPDA) & £(%, PDA) = CFL,
das heifit im allgemeinen keine Erkennung von L € CFL durch deterministische Kellerautomaten
moglich.

Syntaxanalyse mit DPDA's fiir spezielle CFG.

Definition: Sei A =< @, %, T, 0, qo, Zo, F' >€ PDA
2 heifit deterministisch, in Zeichen A € DPDA(Y), wenn gilt:
1. |0(g,a, Z)| <1 fiir alle (¢,a,Z) € Q@ x X x T
2. 16(g,e,2)|=1 = |0(¢g,a,Z)|=0firallea e X
Folgerung: Zu jeder Konfiguration (g, w, ) gibt es hochstens eine Folgekonfiguration.e-Schritte
moglich.

Bemerkung: Bei Erkennung mit leerem Keller sind weniger Sprachen erkennbar.
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Satz: £(3, DPDA) ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweisidee: Zu jedem 2 € DPDA(X) ist ein #iquivalenter 2 € DPDA(X) konstruierbar, so da$
gilt:

Fiir jedes w € £* gibt es Q € Q und o € I'* mit (§o,w, Zo) F* (§,¢, @).

Dazu miissen Schleifenkonstruktionen eliminiert werden. (¢, w,a) € @ x £* x I'* heifit Schleifen-
konfiguration, falls fiir jedes ¢ € N ein ¢; € @ und ein a; € T'* existiert, so daf |a;| > |a| und
(q7 w, Oé) F (qu w, ai)

Diese Eigenschaft ist entscheidbar = Elimination.

3.7 Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Effiziente Losung des Wortproblems fiir beliebige CFL. Dynamische Programmierung, O(n?)-Zeit,
O(n?)-Platz. 0.B.d.A. G € CNF (auf beliebige CFG iibertragbar).

FirG=< N,X,P,S > CNF (* A— BC, A — a *) und w = asas .. .a, mit n > 0 definieren
wir

Wij = G;Q341 - - - Q5 fiir 1 SZS]STL

Nij = {A S NlA nN* wz-j}

so daB gilt: w € L(G) <= S € N1,

Bestimmen von Ni,:
Bestimme N11N22N33 Nnn
dann N12N23 ---anln
Ni3Nay ... Ny 2,

bis Nln
mit Hilfe von

1. Ae N;; <= A—a; €P
2. AeN;jmiti<j <= Fk:i<k<j,dJA— BC € P B € N}, C € N1

Beispiel: Sei G' gegeben durch folgende Regeln:

S — AB]a
A — BAla
B — AB|b
Dann ergibt sich nach dem Algorithmus folgende Tabelle:
g1 2 3 4
X3
1 | {B} | {4} o | {B,S}
2 {5, 4} ¢ {5, B}
3 {S,A} | {S,B}
4 {B}
b a a b
Komplexitit:
a) Zeit:
duflere “For i”, c¢1-n Schritte
“For X", «c¢g-d Schritte
duBlere  “For i”, c¢p-(n—d)-n Schritte

“For 47, ¢ Y7 1(n—d)-d Schritte
Insgesamt ¢y .y (n—d)d = ¢(n >y, d—>" , d?)
— C(TL2 nT+1 _n (n+1)é2n+2) )

— cn36—n — O(n3)
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b)Platz: O(n?)

3.8 Erweiterte Kontextfreie Grammatiken (EBNF)

Hoherer Beschreibungskomfort durch reguliire Ausdriicke als rechte Regelseite; dquivalente Erwei-
terung.

Definition: G =< N,X,P,S > ist eine erweiterte CFG, in Zeichen G € ECFG, wenn <
N,X,¢,S > CFGund P: N — RA(NUYX)
Schreibweise: A — a, falls P(A) = «

Semantik: P reprisentiert die Regelmenge P mit
A — aeP = ac[P4)] }
Beachte: P ist im allgemeinen unendlich L(G) := L(< N, %, P, S >)

Satz: CFL(X) = £(3, ECFG)
Beweisidee: “C”: nach Definition
“D”: Transformation von FCFG nach CFG durch Elimination regulirer Ausriicke.

o Disjunktion: Regelalteration

e Stern: neues Nichtterminalsymbol mit A — aA|e

3.9 Rekursiv endliche Automaten (Syntaxdiagramme)

Syntaxdiagramme entsprechen endlichen Automaten, die sich rekursiv aufrufen kénnen. Neben
e 2y eauche ﬂ) e moglich.

q q q q

Definition: 2 =< @, X, 4, qo, F > heifit rekursiv endlicher Automat iiber X, falls § : @ x
(2: U Q) — PB(Q) und sonstwie ein endlicher Automat. Bezeichnung: 2 € RFA(X)

Semantik:
Konfiguration: ¢ x ¥*

Transitionsrelation: - C (@ x £*)* definiert durch * = i‘s)(fé;?w) w 5?&%;2”) (wie bei NFA’s)
p€d(q,r) (r,w)H*(s,v) sEF

(¢, w)F(p,v)
L(Ql) = {'11) € X | (qoaw) H= (p,e’;‘), pE F}

Satz: £(X, RFA) = £(X, PDA)

Beweis: “C": A =< Q,%,6,q, F >€ RFA(Y)

Simulation von 2l durch %' =< Q,%,Q,d,q0,q0,¢ >€ PDA
Idee: Keller fiir “Riicksprungadressen” (Zustéinde)e PDA

8'(g,a,8) = {(p,s)|p € 6(q,a)}

&(g:¢,8) = {(p,s)lp € 8(¢,2)}
U{(r,p,s)lp € 6(¢;r)}  “Aufruf”
U{(s,¢)|q € F} “Riicksprung”
fiir alle g, s,r,p€ Q und g € ¥
“D”: Fiir L € £(%, PDA) existiert G €< N,X,P,S >€ CNF mit L = L(G). Konstruiere 2 €<

2Notation wie in der Mathematischen Logik. Oben stehen die Bedingungen, unten die Folgerung.
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Qazada QO7F >€ RFA
durch Q:=NUgqy, g :=S, F = {qs}
und Ced(A B) falls A — BC
gr € 6(4,a) falls A — a
qr € 6(S,¢) falls S — ¢

31
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Kapitel 4

Turingmaschinen und aufzihlbare
Sprachen

4.1 Chomsky-Grammatiken

(siehe Folie F4.1)
Verallgemeinerung kontextfreier Grammatiken. Kontextabhingige Ersetzung, Wortersetzung.

Definition: Seien N, ¥, x und S wie bei CFG. Sei ferner P C x*Nx* x x*, P endlich. Dann heif}t
G =< N,%,P, S > eine Chomsky-Grammatik

Semantik: 7 = oy — ay € P bestimmt die Ableitungsrelation ~, C x* x x* durch 1 ~,
B2 <= es existieren v,d € x mit f; = yayd und By = yasd

Ablteitungsrelation von G: ~g:= U, cp M

G erzeugt L(G) := {w € *|S ~g w}
(siehe Folie F4.2)

Abschlufleigenschaften von £, und £,
Definition: Sei G =< N, X, P, S > von Typ 0. G heifit normiert, wenn gilt:

o Fiirjedesm =a; — ay € Pgibtesy,0 € N*, A€ N, 8 € x* mit oy = yAd und ay = v5§

e Y-Symbole nur in Regeln der Form A — a

Beachte: 8 = ¢ erlaubt im Gegensatz zu Typ 1.

Satz: Zu jedem G =< N, X, P,S > vom Typ 0 la8t sich eine dquivalente normierte Grammatik
G' =< N',%,P',S" > konstruieren.

Beweis: 1.) Terminalsymbol-Bedingung.

a € ¥ — A, neues Nichtterminal-Symbol.

a durch A, ersetzen (in P).

A, — a hinzufiigen.

2.) Simulation von A4; ... 4, — B;...B, (n > 1,m € x) durch folgende Regeln:

33
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AlAy. A, — ALALAs .. A,

AL AL A, — ALLLAL
AL Al — BiA, .. AL

2 Falle:

lFallngm Bl...Bn,]_A;l—)Bl...B’

2.Fal: n>m By...BRA,,,...A, — B1...B,A,,,...A, ... — B;...Bp

Al neue Nichtterminalsymbole Verhindern Seiteneffekte (neue Satzformen, mehr Ableitungen).

Satz: £o(X) ist unter Substitution abgeschlossen, das heifit: ist ¢ : P(T*) — B ((UaEE Ea)*)
eine Substitutions Abbildung, so gilt:

L e £o(X), p(a) € £o(X,) fir allea € X

= (L) € £o(Upes Za)

Beweis: Konstruktion von CFG nicht anwendbar wegen moglicher neuer Satzformen.

Idee: Sequentialisierung mit einem Kontrollsymbol. L = L(G) mit G =< N, ¥, P, S > vom Typ 0.
p(A) = L, = L(G,) mit G4 =< Ny, X4, Py, Sq > vom Typ 0.

0.B.d.A.: G, G, normiert, N, N, disjunkt.

Konstruktion von G' mit L(G) mit L(G) = ¢(L) N := N U (U,exNa) U{Aala € T} U {S’,g}

Sigma = UaeE Y.
PIZP(]UPl UP2U(UanPa)U{S_>CS; C—)€}
Py entstehe aus P durch Ersetzen von a durch A, (a € X)
P :={CA, — CS,lac X}
Py:={C, — aCla€x
1. ¢(L) € L(G)L
SACSA CA,, ... A,
A CuyAg, ... A,
~ w1 CA,,

r

quad:
w1 -.-Wp

2. L(@) C p(L):
keine Ableitung neuer Worter, weil G normiert und daher A, auf keiner linken Regelseite,
weil die N-Alphabete disjunkt und weil C' die Teilableitungen der G, sequentialisiert.

Korollar £¢(X) ist unter den regulidren Operationen abgeschlossen. L, L' € £4(X) < LU
L', LI, I* € (%)
Beweis: wie fiir CFL.

Satz: £y(X) ist unter Schnitt abgeschlossen.

Beweis: L; = L(G;) und G; =< N;, %, P;,S; > vom Typ 0 fiir 1 = 1,2

O.B.d.A. sei N1 n N2:¢

Konstruktion von G =< N, X, P, S >

N :=N; U Ny U {Aa|a S E} U {S, 01,02}

P.=PUP,UQ

A= {S — 0152025201, Cga — AaCQ, bAa — Aab, ClAaa — ClCl, 010201 — 6}

Kontextfreie Grammatiken und Sprachen

Typ 1 ~ Platzbedarf von Berechnungen
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Definition: G =< N, X, P, S > heifit von wachsender Linge
<= fiir jede Regel a — 8 € P gilt |a| < |f), es sei denn, da S — ¢ € P und S auf keiner
rechten Regelseite.

Korollar: Eine Typ 1-Grammatik ist von wachsender Lénger.

Satz: Zu jeder Grammatik von wachsender Linge 148t sich eine dquivalente Typ 1-Grammatik
konstruieren.
Beweis: Normierung.

Definition: (Platzbedarf)

Sei G =< N,%,P,S >von Typ 0,5 = (S ~ ag ~ a1... n~ @) eine Ableitung von G und
wE X*

Dann heif3t

e plg(0) := max{|a;||0 < i < n} der Platzbedarf von ¢ und

o plg(w) :=min{plz(d) |6 =(S~ ... w)}
Folgerung:

L plg(w) > |w|

2. Gvom Typ 1, w # ¢ <= pl(w) = |w|

Platzbedarfssatz:
Sei G vom Typ 0 und p € N, p > 0, so da8 fiir alle w € L(G)\{e} gilt: pl,(w) < plw].
Dann ist L(G) € £
Beweis: Sei p = 1, also fiir w € L(G)\{e} plg(w) = |w|
S

[ W I
Elimination verkiirzender Regeln durch Auffiillen. Konstruktion einer dquivalenten Grammatik
von wachsender Linge: G' =< N U {$},%,P',S >

1. a— B €Pmit |a|= |8 +i (i >0)
= a—$BeP

2. a — B € P mit |a] < |B]
= $a—s B e P firalej=01,...|8 |

3. 8X — X$, X§— € P firalle X € x

Wegen pl(w) = |W| lassen sich die eingeschobenen $ 16schen. p > 1 Induktion. Idee: N’ D N?.
AbschluBeigenschaften von £;(X) mit Hilfe des Platzbedarfsatzes

Satz: £,(X) ist unter e-freier Substitution (¢ & ¢(a)) abgeschlossen.
Beweis:
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f(a) f(b)

w

Cf

(Das f in der Zeichnung steht fiir )

Platzbedarf der Ausgangs Grammatik mit P = 1 <= Platzbedarf der Substitutionsgrofie |w|+1 <
2|w| wegen zusitzlichem Kontrollsymbol C' und fehlender e-Regeln.

Korollar: £,(X) ist unter reguliren Operationen (U, -, *) abgeschlossen.

Beweis: Reduktion auf e-freie Typ 1-Sprache. L € £,(X) = L\{e} € £(%).

Fiir e-freie Sprachen L,L' € £,(X) folgt LU L', LL', L* € £,(X), wie fiir Typ 0 Sprachen durch
e-freie Substitution. Falls € € L und/oder € € L', so folgert man aus den e-freien Teilsprachen,
zum Beispiel:

(LU{eH(I'U{e}) = LL'ULUL'U{e} € £(%)

Korollar: £;(X) ist unter Durchschnitt abgeschlossen.
Beweis: L1, Ly € £,(X) sind mit linearem Platzbedarf (p = 1) erzeugbar. Die N-Konstruktion fiir
Typ 0:

5

€ S ¢ 5 &
w o o= v

hat dann einen Platzbedarf von 2|w| 4+ 3 < 5|w|

Korollar: £,(%) ¢ £,(%)
Beweis: £5(X) ist nicht unter N abgeschlossen.

Ein langes offenes Problem: Abschlufl von £; unter Komplement. 1987: £, ist unter Komplement
abgeschlossen.

4.2 Turingmaschinen, linear beschrinkte Automaten

Ziel:  £o(%) = £(3,TM)
£,(%) = £(3, LBA)
[olalblc]dllalolalolo]

}

|end. Steverung |

Definition: (Nicht-deterministische erkennende TM)
Seien die folgenden nicht-kleeren, endlichen Mengen gegeben:
() Zustandsmenge
Y Eingabealphabet
I' Arbeitsalphabet
Ferner: ¢¢ € Q Anfangszustand
O e I'\X Blank
F C () Endustandsmenge
und die Transitionsfunktion:
0:QxIl — P(Q xTI'x {L,N,R})
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Dann heifit A =< Q, %, T, go, 0, F, S > eine (nicht-deterministische)erkennende Turingmaschi-
ne
Bezeichnung: 2 € TM (X)

Semantik:
Konfigurationsmenge: Q x I'* x I' x ['* =: Conf(2)? ist definiert durch

(¢, 0, X,08) F (¢',a, X', B) falls §(¢, X) > (¢, X', N)
e (¢g,aY, X,8) F(d,a,Y,X'B) falls 6(¢, X) > (¢', X', L)
e (¢,6,X,8)F (¢',e,0,X'p) falls 6(¢, X) > (¢', X', L)
e (¢,0, X, YB) F (¢',aX'Y, B) falls 6(¢q,X) 3 (¢, X', R)
(g,a,X,e) F (¢',aX',O0,¢) falls (¢, X) > (¢, X', R)

Bemerkung: beiderseits unendliches Band, fast iiberall O

Anfangskonfiguration von w € ¥*:

K(’U) .= (quE;a; 'U) falls w = av
(go,e,0,e) fallsw=¢

Endkonfiguration (a,a, X', 3) falls ¢ € F

4.2.1 Die von 2 erkannte Sprache

L) ={w e T*|K(w) F* (¢,0, X, B),q € F}
Beachte: Erreichen von ¢ € F' geniigt; kein Anhalten gefordert.
Die Klasse der TM -erkennbaren SprachenL £y(X,TM)

Satz: £(3,TM) = £o(2)
Beweis:
L £(S,TM) C £(5)
A=< QJE)FJqOJDJFJ(s >€ JM(E)
Simulation von 2 durch Typ 0-Grammatik
Idee: Erzeugen einer beliebigen Anfangskonfiguration mit hinreichend vielen Blanks an den Réndern
(bei Ableitungen sind Rénder nicht erkennbar).
Zwei Spuren: 1. Spur hilt Eingabe fiir die Erzeugung
2. Spur simuliert TM
Fir a; ...a2 € ¥*, m,n € N erzeugt man
(*) (&,0)™qo(a1,a1)(az,a2) . .. (ar,ar)(e,0)"
Dazu G =< N,%,P,S > mit N := QU (X.,T) U {S,C1,C2}
P: S — (e0)S|gC1
Ci — (a,a)C’1 |02 (a S E)
C—-2 — (5,0)Cs e
a(a, X) — ¢'(a, X") falls 3(a, X) 3 (¢', X', N)
g(a,X) — (a,X")q falls 6(a,X) 3 (¢, X', R)
(5,Y)q(a, X) — ¢'(b,Y)(a, X") falls 5(q, X) 5 (¢'.X", L)
q—efallsqge F
(a,X) —a(a€eX,)
Es folgt: L(G) = L(2)
I . %(%) C £(5,TM)
Simulation einer Typ-0-Grammatik durch TM neben Eingabewort Ableitungen von G simulieren
und erzeugtes Wort mit Eingabe vergleichen.
Technisch aufwendig: einschieben und l6schen von Wortern auf einem Turingband.
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Automatencharakterisierung von £;(X) durch Platzbedarf

Definition: (Platzbedarf fiir TM): Sei A € TM (%), v = (Ko F K1 F K> --- F K,,) eine Berechnung
und w € L(2A). Dann ist:

o |K;| = |aXp| falls K; = (q,a,X,[)

* buy(7) := max{|K;| [0 <i <n}

o buy(w) := min{bvy(y) |y erkennt w}

der Bandverbrauch von 2 fiir v bzw. w

Definition: 2 € TM heifit linear beschrinkt, wenn p > 1 existiert, so daf w € L()\{e}
bva(w) < plw|

Korollar: £,(X) = £(%,1bTM)
Grund: Simulationen erhalten linearen Platzbedarf/Bandverbrauch.

Definition: A € LBA(Y) :<= AIbTM mit p = 1. Das heifit nur Eingabefelder werden benutzt.

Satz: £:(X) = £(X, LBA)
Beweisidee: Kompression des benutzten Bandbereichs durch Vergréfierung des Arbeitsalphabe-
tes. 'L .=TP

] A

Deterministische TM, k-Band-TM

Reduktion nicht-deterministischer TM aud deterministische TM in 2 Schritten:
1) Simulation einer nicht-deterministischen TM durch 3-Band dTM.
2) Reduktion von k-Band-dTM auf 1-Band-dTM.

Definition: (deterministische k-Band-TM)
A=< @Q,%,T,q,B,F,§ >€ k-dTM, wenn § : Q x I'*— — Q x (T x {L, N, R})* und sonst wie
TM.

Konfiguration: Q x (T'* x I x T*)*
Einzelschrittrelation: simultanes Arbeiten auf k-Biéndern gemeinsames §
Anfangskonfiguration: fir w € ¥*

(90, (,a,v), (g,0,e)*1) falls w = av
(qo, (,0,)%) fallsw =¢
L®) = {w € 5 | Ky F* (g,...) mit g € F

K, =

Satz: Zu jedem 20 € TM 14t sich eine dquivalente 2" € 3-dTM konstruieren.

Beweis: Fiir dy : Q xI' — P;(Q x T x {L, N, R} gelte max{|d(g,z)||(¢g,X) € @ xT'} =: 7.
Bezeichnung der Alternativen von 2 durch Elemente von [r] :={1,...,r}

Berechnung von 2 bestimmt ¢ € [r]*.

Umgekehrt: Auswahl einer Berechnung durch ( als Steuerwort.

Band 1: Eingabe, wiederholtes Lesen

Band 2: Erzeugung der Zahlenfolgen ¢ € [r]*

Band 3: Simulation von 2 gem&8 Band 2

Sukzessive Berechnung aller ¢ € [r]*
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Fiir jedes ( Kopie der Eingabe auf Band 3.
Beachte: Nicht jedes ¢ entspricht einer Berechnung.

Satz: Zu jeder /A € k-dTM 1483t sich ein dquivalentes A’ € 1-dTM konstruieren.
Korollar: £(2,TM) = £(%,dTM)
Bemerkung: Fiir LBA’s ist diese Frage noch Offen.!

4.3 Aufzihlbare und entscheidbare Sprachen

Intuitiv: L C X* ist aufzéihlbar, wenn es ein effektives Verfahren gibt, welches genau die Elemente
von L erzeugt.

L C ¥* ist entscheidbar, wenn es effektives Verfahren gibt, welches fiir jedes w € L oder w ¢ L
gibt.

Folgerung: Fiir L C ¥* gilt:
L entscheidbar <=> L und ¥*\L aufzshlbar.

Formalisierung: TM mit Ausgabe

Satz: {L C ¥* | L aufzihlbar} = £(X,dTM)
Church-Turing-These = Jede effektiv beschreibbare Sprache ist eine Typ 0-Sprache.

Satz: £, G P(X*)
Beweis: Die Menge der Typ 0-Grammatiken iiber ¥ 148t sich abzihlen (nach ihrer Grofie). Als
ist £0(X) abzihlbar. PB(X*) ist jedoch iiberabzihlbar.

Diagonalverfahren nach Cantor

X|=1 ¥*=N L CX*char :N— {0,1}

Angenommen, PB(N) ist abzihlbar.

f:N —{0,1}

F,5) =1 == chary, (j) = 1

Definiere: Lgiag € N durch charz,, (j) :== 1 — f(j,4)

01 2 3..
0| © 1 1

1 0.

2| 1 1 0

3

dann kann Lgig nicht in der Abzdhlung vorkommen.

Satz: DEC(Y) := {L C ¥*| L entscheidbar} C £¢(X)
Beweis: Die Spache Univ. ist nicht entscheidbar. Diagonalisierungsschluf}. (Selbstanwendungspro-
blem, vergleiche Vorlesung “Berechnbarkeit und Komplexitét)

L Also wer beriimt werden will, sollte sich an die Lsung machen.
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Satz: Jede Typ-1 Sprache ist entscheidbar.

Beweis: Sei G eine Typ-1 Grammatik {iber ¥ und w € ¥*

Fal: w=e €L < S —¢c €P

Fall 2: w # warepsilon € L <= es existiert Ableitung S ~ a1 ~ a2... ~ @, = w mit
|a;| < |w|. Es gibt nur endlich viele solche Ableitungen.

Satz: Es gibt entscheidbare, nicht kontextsensitive Sprachen.
Beweis: Literatur

4.4 Unentscheidbare Probleme

Ziel: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

e das Wortproblem fiir Typ-0 Beschreibung
e das ¢-Problem fiir Typ-1 Beschreibung

e das Aquivalenzproblem fiir Typ-2 Beschreibung

Bemerkung: Das Aquivalenz-Problem fiir DPDAs wurde kiirzlich als entscheidbar nachgewiesen.

Hilfsmittel: Das Postsche Korrespondenzproblem (Vorlesung Berechnbarkeit und Komplexitéit)
Seien w = (w1, ws,...,wy,) und v = (v1,v1,...,V,;) mit w;,v; € ¥* und 1 < i < n.

Beispiel: Eingabe (1,10,011) und (101,00, 11) Indizes (1,3,2, 3)

101110011

101110011

Dann heift (iy, - .., i) € {1,...,n}* eine Lésung von PCP(w,v), falls w;, w;, - .. w;, = v;, Vi, - - - Vj,

Es gilt: Das FCP ist unentscheidbar, das heifit es gibt kein Verfahren, welches fiir
n € N und w,v € (¥*)" feststellt, ob PCP(w,v) eine Lésung besitzt oder nicht.
Beweis: Reduktion des Halteproblems fiir TM auf das PCP.

Satz: Das ¢-Problem von Typ-1 Grammatiken ist unentscheidbar.

Beweis: Reduktion des FCP auf das ¢-Problem (Typ 1).

Sei w = (w1,...,wp), v = (v1,...,v,) € (£*)" Konstruktion von 2(w,v) € 1bTM mit
PCP(w,v) lésbar <= L(™A(w,v)) # ¢

2A(w,v) erzeugt bei Eingabe von u € ¥t alle Folgen (iy,...,i;) € {1,...,n}* mit k < |u]
und priift jeweils, ob w;, ... w;, =v;, ...V,

2 erkennt u, falls eine solche Indexfolge auftritt. Platzbedarf linear in |u|.

Wire ¢-Problem entscheidbar, so auch PCP.



Index

Ableitung einer Sprache, 14
Ableitungsautomat, 14
Ableitungsbaum, 19
Ableitungsrelation, 19
Aquivalenzproblem, 11
Algorithmus
Thompson, 12
Alphabet, 7
aufzahlbar, 39
Automat
endlich, deterministisch, 11
endlich, nicht deterministisch, 11

Bandverbrauch, 38

Chomsky-Grammatik, 33
Chomsky-Normalform, 23

einseitig-linear, 21
entscheidbar, 39

Faktorenautomat, 15
formale Sprache, 7

GOTO-Programme, 18
Grammatik

kontextfrei, 19
Greibach Normalform, 23

Kellerautomaten, 26
Kettenregel, 23
Kleene, 13

Linksableitung, 20
linkslinear, 21
Linksrekursion, 23

Markierungsalgorithmus, 16
Mealy-Automat, 17

normiert, 33

PDA, 26
Pfadiquivalent, 10
Pfadsprache, 10
Platzbedarf, 35
Platzbedarfssatz, 35

41

Potenzmengenautomat, 12
Pumping-Lemma, 14, 25
CFL, 24

Rechtsableitung, 20
rechtslinear, 21

REG(Y), 10

regulirer Ausdruck, 9

Rekursiv endlicher Automat, 30

Schleifenkonfiguration, 29
Substitutionsabbildung, 24
Synthese, 12

Transformation
sequentielle, 17
Transitionsfunktion, 11
Transitionstafel, 11

Turingmaschine
erkennende, 36

Worter, 7
Wortproblem, 11

Zustandsgraph, 11
Zustandsreduktion, 15



