NumRech WS 09

Tutoriumsunterlagen

Rebecca Rittstieg

Hallo zusammen,

bin keine Informatikerin sondern studiere Mathematik; war aber dieses Semester als Tutorin fiir
Numerisches Rechnen tétig und habe beschlossen, meine gesammelten Unterlagen auf s-inf.de sowie
in der Fachschaft zur Verfiigung zu stellen - in der Hoffnung, dass sie moglichst vielen von euch
helfen. : )

Woraus die Unterlagen bestehen:

Wihrend des Semesters habe ich wochentlich eine Zusammenfassung der fiir die niichste Ubung
notigen Theorie geteXt und bin diese mit meiner Gruppe durchgegangen (hatte sich letztes Semester
auch schon bei meinen Maschinenbauern bewéhrt). Bei dem Abschnitt tiber Differentialgleichungen
sind auch eine Ubersicht iiber die verschiedenen Typen von DGLs sowie zwei Beispiele zum Lisen
solcher dabei.

Auflerdem habe ich fiir die letzte Ubung zur Wiederholung nochmal eine Ubersicht iiber den Stoff
des ganzen Semesters erstellt.

Natiirlich alles ohne Garantie auf Richtigkeit, den rechtlichen Kram spar ich mir hier. Meine Haupt-
quelle war das Numerik-Buch von Dahmen/Reusken (sehr zu empfehlen). Und wenn jemand Fehler
entdecken sollte bitte per Email melden: einfach rebecca.rittstieg vor die Standard-RWTH-Adresse
setzen. Danke.

Alles Gute,
Rebecca
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Rebecca Rittstieg, 20.10.2009

1) Gradient und Jacobimatrix

i) Fiir eine Funktion f: IR"™ — IR ist der Gradient def. durch

Vf(2) = grad(f)(z) = (2 .. 2y

ii) Fiir eine Funktion f: IR" — IR™ ist die Jacobi-Matrix def. durch

ofh oK ... 9h
ox1 Oxo Oxn
Jr(x) = : : S
Ofm  Ofm ... Ofm
o1 Oxo Oxn

2) Gauf3-Elimination

— bekannteste Methode, ein lineares Gleichungssystem Ax = b (det(A) # 0)
auf Dreiecksgestalt zu bringen
—  Verfahren:
- durchlaufe nacheinander die Spalten von A: j =1,2,..,n —1
- falls agjj) # 0:
firi=7+1,7+2,...,n subtrahiere in (A|b) Zeile j mit Faktor
o)

lij =2
3J (J)
5.5

von Zeile ¢

) - : : . . . ‘
- falls a;5 # 0 Vj liefert der Algorithmus eine (eindeutige!) Faktorisierung von A:

1 0 e 0
A=LR mit L= by R und oberer Dreiecksmatrix R

S : 0

ln 1 ln,nfl 1

— ermoglicht u.A. einfacheres Berechnen von Determinanten:

det(A) = det(L - R) = det(L) - det(R) = det(R)



2) Permutationsmatrizen

—  konnen verwendet werden, um die Zeilen einer Matrix oder die Elemente eines Vektors zu
vertauschen

—  Bsp.: geht man von der Einheitsmatrix aus und vertauscht die i-te und j-te Zeile, so erhalt
man die Permutationsmatrix P, die bei Anwendung auf eine Matrix A € IR™*" deren i-te
und j-te Zeile vertauscht

— wichtige Eigenschaften einer Permutationsmatrix P € IR™*":
- P ist orthogonal, d.h. PP = I,, bzw. P~1 = P'
- det(P) = (—=1)* mit k = Anzahl der Permutationen

3) Spaltenpivotisierung

!

vorteilhafte Zeilenvertauschung fiir groflere numerische Stabilitdt bei GauB-Elimination

!

Vorgehen:

- in jedem Schritt der Gauflelimination das sog. Pivotelement bestimmen (betragsgrofites
Element der jeweiligen Spalte)

- dieses an die Pivotposition tauschen (im Schritt i also an die Stelle (i,i)) und damit die
verbleibenden Eintrédge ausrdumen

— hierbei erhélt man eine Zerlegung der Gestalt
PA=LR

mit Permutationsmatrix P, normierter unterer Dreiecksmatrix L. und oberer Dreiecksmatrix
R (ex. fiir jede nichtsinguldre Matrix A € R™*™!)

Bemerkung:

Grundsétzlich existiert auch fiir eine singulire Matrix A eine Permutationsmatrix P, sodass
der GauBalgorithmus fast wie gewohnt durchfiithrbar ist (durch Null darf natiirlich nicht geteilt
werden, den Schritt dann einfach iiberspringen); in diesem Fall erhélt man eine LR-Zerlegung,
bei der R eine oder mehrere Nullen auf der Diagonalen hat.



NumRech WS 09 - Ubung 2

Rebecca Rittstieg, 27.10.2009

1) Norm
Sei X ein IR-Vektorraum.Eine Abb. |-| : X — IR,z — |z| heifit Norm, falls gilt

i) Positivitit und Eindeutigkeit:
|| >0 Vxe X und |z| =0< 2 =0

ii) Absolute Homogenitét:
lex| = |e||z] Vxe X, ce IR

iii) Dreiecksungleichung:
lz+yl < lz] +lyl Ve,yeX

2) Taylor-Entwicklung

— Methode zur Annéherung (differenzierbarer) Funktionen in der Umgebung eines be-
stimmten Punktes mithilfe von Polynomen

—  Formeln:

i) Eindimensional:
Ist I CIR und f: 1 — IR (n+1)-mal stetig diffbar, so gilt Va,z € I:

_ — f¥)(a) Fer(€)
f(z) = 2 h (z —a)* +m($— )

n-tes Re‘sftglied

a)n+1

n-tes Taylorpolynom im
Entwicklungspunkt a

fiir ein £ zwischen a und x.

ii) Mehrdimensional:
Fir M C IR", a € M und f : M — IR (mindestens) zweimal stetig diffbar ist die
Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung gegeben durch

f@)=fla)+( Vf(a) Y"(x—a)+3@x—a) Hia) (z—a)+O0(Jz—aly)
Gradient Hessematrix

Allgemeine Formel in der Multiindex-Notation:

Tra(e) = > “5H2D" f(a)

o] >0

(siche z.B. Wikipedia... : ) )
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Rebecca Rittstieg, 03.11.2009

1) Gruppe

(G, *) mit einer Menge G und einer inneren Verkniipfung *: G x G — G, (a,b) — axb
heifit Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

i) Assoziativitét:
(axb)xc=ax(bxc) Ya,b,ceqG

ii) Neutrales Element:
JeeGmitaxe=exa=a VaeG

iii) Inverses Element:
zujedema € Gex.eina ' €Gmitaxal=a'lxa=ce

2) Positiv definite Matrizen

Eine Matrix A € IR™" heifit symmetrisch positiv definit (s.p.d.), falls gilt
i) Symmetrie: A" = A

ii) Positive Definitheit: 2" Az >0 Vx € IR", 2 #0

Ist A e IR™" s.p.d., so gilt auBerdem:
e det(A) >0 (= A invertierbar)

e At sp.d.
e a; > 0 Vi€ n, max;;(|a;;|) liegt auf der Diagonalen
e A hat nur reelle Eigenwerte > 0

e GauB-Elimination ohne Pivotisierung durchfiihrbar

2) Cholesky-Zerlegung

Fiir jedes s.p.d. A € IR™™" ex. eine eindeutige Zerlegung
A=LDL"

mit normierter unterer A-matrix L und D =diag(dy, ..., d,), d; > 0 Vi € n.
Umgekehrt gilt: A = LDL'" wie oben = A s.p.d..

Verfahren zur Bestimmung der Zerlegung;:
Fir £k =1,2,..n und 7 > k gilt:

k—1

§ : 2
dkk = Qkk — lkjdjj

j=1

k—1
1
e = g—lai = ; Lijdjilk;)
(Alternative: simultaner Zeilen-Spalten-Gau8.)

— Aufwand bei der Cholesky-Zerlegung nur etwa halb so grof§ wie bei der Standard-LR-
Zerlegung! (ca. jeweils %n3 Multiplikationen und Additionen)

— LGS Az = b reduziert sich zu Vorwarts- und Riickwéartseinsetzen
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Rebecca Rittstieg, 10.11.2009

1) Kondition
— zentrale Frage: welche Genauigkeit erhélt man bestenfalls bei gestorten Eingabedaten?

— Prozess:
Eingabedaten Z mit Fehlern Ax =7 — =

Lf
Ausgabedaten § mit Fehlern Ay = f(%) — f(x)

— Kondition spiegelt das Verhiltnis Ausgabe-/Eingabefehler wider (Sensitivitéit des Pro-
blems)

a) Fehlertypen:
e Modellfehler

e Datenfehler (z.B. Messungenauigkeiten)
e Verfahrensfehler
e Rundungsfehler
b) Relative/ absolute Kondition:
i) absolut (selten betrachtet)

14wy
P

ii) relativ (aussagekriftiger)
J A A
b s _MAuly Al
ds lyly 2] x

¢) Kondition linearer Abbildungen:

Fiir eine quadratische invertierbare Matrix A € R™" und 1 < p < oo ist
rp(A) = Al A7,
Eigenschaften:
e k(A)>1 VA e IR™™"
o k(A)=kr(ATY
e x(A) ist normabhingig

2) Wichtige Fehlerabschitzungen fiir LGS

Gegeben: A € IR™" invertierbar, b € IR", gesucht: Losung von Az = b
i) Storung nur auf der rechten Seite des LGS: A(z + Ax) = b+ Ab

|Ac] ™
<k A=
<A T

i) Storung in allen Eingabedaten: (A + AA)(z + Az) = b+ Ab

[Az] _ w4 [AA] L [AY

. jA4]
[l = 1= (BT AT

) falls k(A) A < 1(!)

(



3) Zeilen#quilibrierung

— einfache Methode, um die Konditionszahl einer Matrix A € R™*™ giinstig zu beeinflussen

— Vorgehen: setze d, 0

D, = mit d; = (O |ag;|) "
0 d, i=1

dann gilt

n

Y I(D.A)yl =1 Vien

j=1

und 1 = Ko (D,A) < keo(DA) fiir jede Diagonalmatrix D mit det(D) # 0.

= Zeilendquilibrierung liefert minimale Konditionszahl bzgl. Maximumnorm!

4) Stabilitit eines Algorithmus

Eine Algorithmus heifit stabil, wenn die durch ihn erzeugten Fehler in der Gréfenordnung
des durch die Kondition bedingten Fehlers bleiben (d.h. er ist unempfindlich gegeniiber
kleinen Stérungen in den Eingabedaten).

5) Normalisierte Gleitpunktarithmetik
— fiir jedes feste b € IN, b > 1, ldasst sich x € IR* darstellen als

r=%0) _dip7)- b
j=1

— auf einem Rechner: nur endlich viele Zahlen konnen exakt dargestellt werden, die sog.
Maschinenzahlen

— Darstellung: m
w=f-b" =20 _d;b7) b mit
j=1

e Basis b € IN\ {1}
e Exponente € Z, r<e< R

e Mantisse f der Lange m:
f==20,dy...dw; dj €{0,1,...,0— 1} mit d; # 0

= Bezeichnung: M(b, m, 7, R)

Beispiele:
287 = 0.29 - 10° in M(10,2, —4, 3)
287 = 28424423422 4214 20 = (2714279 4276427742784 979).29 in M((2, 10, —64, 63)

— wichtige Abschétzungen:

i) absoluter Rundungsfehler: e—m
71(2) = 2] <
ii) relativer Rundungsfehler:
) & ‘ fl(x) —x| _bI=m
< =:eps
x 2

(eps: sogenannte Maschinengenauigkeit)



6) Diagonaldominanz

Eine Matrix A € IR™™" heifit diagonaldominant, wenn die Betrige ihrer Diagonalelemente
jeweils grofler sind als die Summe der Betrége der restlichen jeweiligen Zeileneintriage, d.h.
wenn fiir alle ¢ € n gilt

n

> aigl < aal

i=1, j#i
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Rebecca Rittstieg, 17.11.2009

1) Spektralradius
i) Definition:

p(A) = max {|A| : X Eigenwert von A} =limy_., HA’“H%
ii) Bemerkungen:
e Es gilt .

¢ |Al, = VA(ATA) (= pl(A) fiir A symm.)

e Fiir eine nichtsingulére, symm. Matrix A ist somit ky(A) = p(A)p(A™)

2) Problemstellung/Idee linearer Iterationsverfahren

Gegeben: LGS Az = b mit A € IR™" nichtsingulér, diinnbesetzt, n 'groff’ und b € IR"
— Idee: schreibe als Fixpunktgleichung

Ar=b S b—Ar=0%< M(b— Az) =0 fiir M € IR™™" nichtsingular
sr=r+Mb—-Az)s = (I—-MA)x+ Mb

-~

=:0(x)

also: x* Lsg. von Ax = b < z* Fixpunkt von ®
= Fixpunktiteration:

— Fehler:
b=t — gt = =M ot = B(aF) — B(2) = TP
= e =Tk

3) Konvergenzkriterien

i) Spektralradius der Iterationsmatrix 7":
Obige Fixpunktiteration konvergiert fiir jeden Startwert z° € IR" gegen die Losung x*
von Ax = b genau dann, wenn gilt
p(T) <1

Wegen p(T') < |T'| ist |7 < 1 hinreichend.

ii) Zeilensummenkriterium:

A € IR™" mit a;; # 0 Vi € n erfiillt dieses (bzw. ist strikt diagonaldominant), falls

n
_ i
[T6s]o = max <1

a..
j=lj#i "

(Tgs: Tterationsmatrix des Gesamtschrittverfahrens)

iii) Spaltensummenkriterium:

A e IR™" mit a; # 0 Vi € n erfiillt dieses Kriterium, falls

n
— Qi
[Tes], = max <1

i=1,i#]

JJ

iv) Ist A s.p.d., so konvergiert das Einzelschrittverfahren.



4) Gesamtschrittverfahren (Jacobi-Verfahren)

— zerlege Ain A= L+ D+ R mit

0 0 11 0 0 0 1.2 Al n
I = | %21 D = 0 R="
: : 0 : - Ap—1,n
Uni -+ Gpnot 0 0 - 0 ann 0 -0 ... 0

und withle M = D! also als Fixpunktiteration (falls a;; # 0!)
2 = (I - D'A)* + D
& Drft = (D - A)a* +b=—(L+R)z"+b
& 2" = Db — (L + R)a"

— in Komponentenschreibweise:

n

1 .
{L‘f—i_l = —(bZ — Z CLZ']‘ZL'?) (Z € ﬂ)

Qg Ny
" J=lj#

— Aufwand pro Schritt: O(n) (fiir diinnbesetzte Matrizen!)

— Konvergenz garantiert, falls Zeilen- oder Spaltensummenkriterium erfiillt!

5) Einzelschrittverfahren (Gauf3-Seidel)

— zerlege A wie beim Jacobi-Verfahren in A = L+ D + R und withle M = (D + L)™', also

o = (I —(D+L)'A)* +(D+ L)™'
& (D+L)a"t = —Ra"+b

— in Komponentenschreibweise:

7 n
k1 k :
E agr; Tt = — E agry + b (i € n)
i=1

j=i+1
1 i—1 n
=4 l’erl = a_(bl — Zaijl'?Jrl — Z Clijl'?)
w j=1 j=i+1
(wichtig: hier werden zur Berechnung der i-ten Komponente von z**! die bereits vorher
berechneten Komponenten benotigt!)
— Aufwand pro Schritt: O(n) fiir diinnbesetzte Matrizen
— Konvergenzkriterien:
i) Aspd. (=p(T)=p(I—(D-L)"A) <1)

ii) Zeilen- oder Spaltensummenkriterium
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Rebecca Rittstieg, 24.11.2009

1) Orthogonale Matrizen

i) Definition: @ € TR™ " heifit orthogonal, falls gilt
QtrQ _ In (bZW Q—l _ Qt'r)

ii) Eigenschaften einer orthogonalen Matrix Q:
e Q" ist orthogonal
o |Qzl, = J2l, VaeR"
e |A], = |AQ]|, bzw. |QA], fiir bel. A € IR™" bzw. A € IR™™
e |det(Q)| =1 (Drehungen: det(Q) = 1, Spiegelungen: det(Q) = —1)
o ma(Q) =1
e ()1, ()5 orthogonal = @) - Q)5 orthogonal

2) Q-R-Zerlegung
— Alternative zur L-R-Zerlegung; Ziel: A = Q) R mit Q orthogonal, R obere Dreiecksmatrix;
dann ist

Ar=be QRr =b< Rx = Q"b

(d.h. Losen des LGS reduziert sich auf Riickwértseinsetzen)
— eine solche Zerlegung ex. fiir jede Matrix A € IR"*"!
— zwei Moglichkeiten:

i) Givens-Rotationen (einfach)

ii) Householder-Spiegelungen (effizient)

3) Givens-Rotationen

— stabiles Verfahren zur Reduktion einer Matrix auf obere Dreiecksgestalt

— schrittweise Elimination mithilfe orthogonaler Matrizen,
konkret fiir den Eintrag ax; (betrachte x als i-te Spalte der Matrix):

I

1 0 0o - 0 i1
: r
O C S O al mi—}—l
Gip-z=|: S el =

O o .. —S DR C o .. O m’n mk*l
: : T 0
0O --- 0 --- 0 --- 1 Lk+1

Tn

.o x $k
fir r=s/ri+al c== s=—=
r r



4) Householder-Spiegelungen

— stabiles Verfahren zur Bestimmung einer Q-R-Zerlegung einer Matrix A € IR™ ", bei
dem zunéchst die erste Spalte von A auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors ge-
spiegelt und dann mit den Minoren analog verfahren wird

— Householder-Spiegelung zu v € IR™:
QU = In —2

,thr

vty
Hierbei gilt:
i) @, ist orthogonal
i) Quy =@y Ya€IR, a#0
i) Qv =—v
— Vorgehen zur Reduktion von A auf obere Dreiecksgestalt:
e def. oy :=sign(a11) |a'|, (a*: erste Spalte von A)
o vl :=a' +ajet, Q) = Q, € IR™™
—qp Kk ek
0
- QA= Ao
0

e analoge Bestimmung eines Q® € IR™~Y*m=D fijr die 1. Spalte von A®),

(1) 0 0 0 —ay x*
Q2= | . Q(Q) — Q1A= 0 i
0 AB)
0 0

e insgesamt: Folge ()1, ...,Q, 1 mit @, 1..QQ1A=R=A=0Q10Q>..Q0, 1R = QR
— Wichtig: die (); miissen nicht explizit aufgestellt werden! Denn

vol” 2 : ot
Quy = (In_zt )y:y— 7 thy:y—Qt v  bzw
vy TV ity
tr 2
QA = A—20 A=A— ——wl"A
vy vy

5) Lineares Ausgleichsproblem

— Problem: iiberbestimmtes LGS Az = b mit A € IR™", b€ IR™ (m > n),
z.B. Messdaten fiir eine von unbekannten Parametern abhéngige Funktion

— Ziel: optimales 'fitten” mit der Gaufischen Fehlerquadratmethode; konkret:
e Gegeben: Messdaten b; ~ f(t;), i €m
e Ansatz: f(t;;x1,.., %) = ajx1 + ... + @iy

e Gesucht: Parameter z, ..., x,, mit

m

> (f(tiiwr, . w,) — bi) = min (< |Az — b[3 = min)

=1

e Matrixschreibweise: Zu gegebenem A € IR™*"™ und b € IR™ bestimme z* € IR" mit

Az* —b|, = min |Az —
| A"~ bl, = min |4z~ b],



6) Normalgleichungen

i) 2* € IR" ist genau dann Losung von |Az — b, = min, wenn z* folgende Normalglei-
chungen 106st:
A" Ax = A"

ii) Die Normalgleichungen sind immer losbar; eine eindeutige Losung existiert genau dann,
wenn gilt Rang(A) = n (denn aus Rang(A) = n folgt A" A s.p.d.).

7) Losen eines linearen Ausgleichsproblems

Seien A € IR™*"™ (m > n) und b € IR™ gegeben.
Das zugehorige lineare Ausgleichsproblem kann auf zwei Arten gelost werden:

i) tiber Normalgleichungen (falls Rang(A) = n)
e berechne M := A" A, ¢ := A"b
e bestimme Cholesky-Zerlegung M = LDL'
e lose Ly = cund L'z = D1y

ii) iber Q-R-Zerlegung
e bestimme von A die Q-R-Zerlegung

QA = (g) . ReRm

e berechne

e lose Rz* = by mittels Riickwértseinsetzen, dann ist

min Az — bly = [Az" = b], = [ba,
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Rebecca Rittstieg, 01.12.2009

1) Nichtlineare Gleichungssysteme

Gegeben: f:IR" — IR", Gesucht: z* € IR" mit f(z*) = 0.

2) Idee der Fixpunktiteration

Es gilt: f(2*) =0 < a* = 2" — M. f(«*) fiir invertierbares M, € IR™™"
— suche Fixpunkt von ¢(z) := o — M, f(x)
— Iteration:

e wihle Startwert zg

o Ty = ¢(xy) fiir k=0,1,2, ...

3) Banachscher Fixpunktsatz

Gegeben: linearer, normierter Raum X, vollstédndiger Teilraum E C X und eine kontraktive
Selbstabbildung ¢ : E — E, d.h.

lp(z) =W < Lllz =yl Vo,ye Eund L <1
Dann gilt:
i) 3! Fixpunkt z* von ¢ in F
ii) zp1 = ¢(xx) konvergiert fiir bel. zy € E gegen den FP z*

iii) A-priori-Fehlerabschétzung: B

ok — )| < 2 e — o]
iv) A-posteriori-Fehlerabschétzung:

lzk = 2™l < 3= 2k — @l

4) Konvergenzordnung

— Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit einer Iterationsfolge

— Def.: Eine konvergente (!) Folge (2 )ren in IR™ mit Grenzwert * hat die Konvergenz-

ordnung p, falls fiir ein kg € N gj .
& S Y Y < cllm - k> ko

(wobei 0 < ¢ < 1 falls p=1)

5) Newton-Verfahren skalar

— lokal quadratisch konvergentes Verfahren (d.h. Konvergenz abhéngig vom Startwert)
— Algorithmus: Fiir f zweimal stetig diffbar, f(2*) = 0 und f’(z*) # 0:
e wiahle Startwert g

o fir k=0,1,2,...:
f(xy)

ST )

= Qb(xk)



6) Newton-Verfahren mehrdimensional

— Gegeben: f:IR" — IR" (n > 1) zweimal stetig diffbar.
— Algorithmus zur Annéherung einer NST z*:

e wiihle Startvektor z; fiir K =0,1,2, ... :

e berechne f(x*) und die Jacobi-Matrix f/(x*)

e l6se das LGS

f(ah)s" = —f(a")
e setze
= gk 4 sk

(kann als Fixpunktiteration aufgefasst werden mit ¢(z) = =z — (f'(z)) "' f(x) )
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Rebecca Rittstieg, 08.12.2009

1) Problemstellung der Polynominterpolation

Aufgabe: Finde zu gegebenen, paarweise verschiedenen Stiitzstellen z¢g < 1 < ... < x,, € IR
und Daten f(xg), f(z1),.., f(z,) € IR ein Polynom

n

P, ell, = {Z a;z’|ag, .., a, € ]R}
=0

mit

Bu(x;) = f(z;), Vien

2) Lagrange-Interpolation

— Obiges Interpolationsproblem ist stets eindeutig l6sbar; das gesuchte Polynom lasst sich
explizit folgendermaflen darstellen:

Pu(w) = (o)n(o)

mit den sog. Lagrange-Fundamentalpolynomen (bilden Basis des II,,!)

n
T — Tk

Lin(T) =
k0 kg I Tk

— Definiert man das sog. Stiitzstellenpolynom

so gilt n
H (z; —x;) = lim w(z) = w'(x;)
i=1,ij e (1= 1)
und damit w(x)

T —xy)w'(2;)

— Bezeichnung des eindeutigen Lagrange-Interpolationspolynoms P, € II,, der Funktion f
an den Stiitzstellen xg, ..., x,:

P, =: P(fl|xo, ..., z,)

— Eine Form der Eindeutigkeit:
Fiir jedes Polynom @ € II,, und beliebige Stiitzstellen zy < ... < x,, gilt

P(Ql|zg,...,zn) = Q



3) Potenzform

— alternative Darstellung zu Lagrange mithilfe der monomialen Basis 1,z, 22, ..., 2", die
nicht von den Stiitzstellen abhingt

— entstehendes LGS:

1 zg xy

1 xl x% :L.'i], aO f(ajo)
V, a= . ) = :

1 xn wi x;], an f(xn)

— Nachteil: sehr schlecht konditioniert

4) Neville-Aitken-Schema

— Verfahren zum Auswerten des Interpolationspolynoms (ohne explizite Darstellung) an
einer bestimmten Stelle

— Hilfsbezeichnung: sei fiir festes z € IR
(dh. z.B. By = P(f|zo, ... 2n)(x) und Pro = P(flzi)(x) = f(z:))

— Dann gilt T — T g T —
Py = ———PF . 1+——F_ 151
Ty — Ti—k Ty — Ti—k
Xr — I;
= Py 1+——(Pig-1— Pi1p-1)

Ty — Ti—k
— Somit ergibt sich das folgende Schema:

Pio Pi1 Pio -

xo | f(xo)

1| f(z1) Pia

zo|f(xa) Poq Poo
)

xs|f(xs) P31 P3o -

Ln f(mn) Pn,l Pn,? """ Pn,n

— Aufwand fiir ein Polynom vom Grad n: ca. n? Multiplikationen,/ Divisionen

— Nachteil: kommt eine Stiitzstelle hinzu, so muss die komplette Tabelle neu berechnet
werden! (dies ist z.B. beim Newton-Tableau nicht der Fall)



5) Horner-Schema

— Verfahren zur Auswertung eines Polynoms in Potenzform an einer Stelle; Idee:

p(z) = ap+az+ ...+ aa”
= ao+z(a; +z(az + ... + x(a,_1 + zay,)...))

— Methode fiir gegebene ay, ..., a,, :
e b, :=a,, firk=n—1n—2,...,0 berechne
(] bk = ag + J?bk+1

e dann ist p(x) = by

6) Newton-Interpolation

i) Dividierte Differenzen
— Fiir die Lagrange-Interpolationspolynome P, | € Il,,_y, P, € 11, gilt:
P,(x) = Py_1(x) + 0p(x — 20)...(x — 2p—1)
mit
f(xn) = Poa(zn)

(Xn — x0). (T — T

5, =

] =[x, ..., Tn] f

(Koeffizient von z"!)

— Rekursives Schema:

P (AN e (N

T, — 7o ,lwilf = fla)

[ZE(),...

— In Tabellenform:

[z:]f e, il f |m, i, o] f 0 [Ta, mit1, Do, migs] f
o ([zo] f
> [wo, 1] f
w1 ||z f > [wo, 1, 2] f
> [-'171,1172}]6 > [.’170,.’1?1,1172,1173]f
ro([x2] f > [w1, w2, 73] f
> [IQaI?’}f
3 (|za] f

— Vorteil: eine zusétzliche Stiitzstelle kann einfach unten angefiigt werden und man
benotigt nur eine neue Diagonale



ii) Newtonsche Interpolationsformel:

Mit
k—1
wo(z) =1, wi(x H T —x;)
1=0
erhalt man "
P(flzo,...,zn)(x) = dpwi ()
k=0

iii) Aufwand zur Berechnung der Koeffizienten in der Newtonschen
Interpolationsformel mit dem Schema der dividierten Differenzen:

° %n2 Divisionen

e n(n + 1) Additionen

7) Interpolationsfehler

Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen xy, ..., z,, a := min(x;), b := max(x;),
xz € IR und [ := [min(a,x), max(b, x)] gilt:

i) Fiir f € C™(I) 3 ¢ € I mit

FrtDE©
ii) Insbesondere ist
P < frAD©)
s |f(x) = Pflwo, ., en)(@)] < ek Jw(@)] max | 7=,
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1) Problem und gingige Strategie der numerischen Integration

— Gesucht: Ndherung fiir ein Integral f; f(z)dz mit f € Cla, ]
— Verfahren:
e unterteile [a, b] in Teilintervalle [t;_1,t;], z.B. mit
b—a
n

ti=a+jh, j=0,.,n, h=

e approximiere f auf jedem Teilintervall durch eine einfach zu integrierende Funktion
g, und verwende

/abf( dx—th“f dx~2/ oz

2) Quadratur

— Idee: Interpolation des Integranden durch ein Polynom, dafiir dann exakte Integration

— Gesucht: | b f(x)dz; sei dazu
[e,d] == [tr— 1,tk] ein typisches Teilintervall, o, .., ., € [c,d] sowie

I,(f) = /CdP(f|$0,.., d:rN/ flz

— Zur praktischen Anwendung:

L(f) = (d=0) Y eif(xy)
j=0
) 1 d = T — T 1 d
mit ¢; = d—c/c k:g#&?j—xkdm:d—c/c Lim(x)dx
m d
S () = S / L (2)d) f ()
j=0 e

(wobei ;,,, das entsprechende Lagrange-Fundamentalpolynom bezeichne)
— Fehlerschranke:
(d _ c)m—f—?

<m+1) maxzecd ‘fm+1 (Z’)l

Im(f>‘ <

— Fiir dquidistante Stiitzstellen erhélt man die sog. Newton-Cotes-Formeln (vgl. S.352
Dahmen/Reusken), z.B. Mittelpunkts-, Trapez-, Simpson-Regel



3) Mittelpunktsregel (m=0)

— teile [a, b] in n gleich grofie Teilintervalle auf:

[ti—1,tp] mit t; =a+jh, j=0,.,n, h=
n

— approximiere jedes Teilintegral durch ein Rechteck der Breite h, Hohe f (M)
— aufsummieren ergibt

/f d:):— / f(z)dz) th t’”

4) Trapezregel (m=1)

— approximiere Integrale durch Trapeze (Flicheninhalt Trapez: A = $h(a + c))
— Waihle in (1) speziell

[E—tkl tk—ZL‘

() = T )+ P ()
— Somit ergibt sich insgesamt (mit h = =2%; dquidistante Stiitzstellen)
[ e =BG @+ )+ o o) + 500 =T
— Fehlerschranke:
d <—b— " _(b_a)3 "
f T (b — a)max,epy |f ()| = 192 maxgefqp | [ ()]

5) Simpson-Regel (m=2)

— Approximation der Funktion durch eine Parabel

— Fiir dquidistante Stiitzstellen und h = b_T“ ergibt sich:

| #ayia~ Z(f(to)+4f(t°+t1)+2f( D+ AF(C) 2 (1)
o2 ) + () + f(t)



6) Differentialgleichungen

a) Definitionen

i) Gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung:
— Es tauchen nur Ableitungen nach genau einer Variablen auf, d.h.

Y™ = flay(a), ..y (@)

ii) Partielle Differentialgleichung n-ter Ordnung;:
— Es tauchen Ableitungen nach mehreren (mind. 2) Variablen auf.

b) Reduktionssatz
Zu der gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung

y" = f(z,y(x), ...y ()

betrachte das System von gewthnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

y(/) = U,
yi = Y2,
y;z—2 = YUn

y;L—l = f(x’ymyla"')yn—l)
Dann gilt:

i) y(x) Losung der DGL
= z(2) = (y(z),9'(2), ...,y™ Y (2))" Losung des Systems

ii) z(z) Losung des Systems
= y(v) := 2 (v) Losung der DGL und z;(z) =y (z) firi € n

(Bijektion zwischen der Losung der DGL und der Losung des Systems!)
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Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz: Uberpriifen der Voraussetzungen

Zu untersuchen: ¢ : ¥ — F

1) Skalarer Fall (£ C IR)

i) E vollstéandig?

— da IR vollstandig, £ C IR, gilt: E vollstindig < E abgeschlossen
(d.h. fir E' = [a,b] ist diese Voraussetzung erfiillt)

ii) ® Selbstabbildung auf E?

— falls & monoton betrachte Randwerte, sonst untersuche auf Extrema

— wenn ¢ keine Selbstabb. auf E ist: Intervall gegebenenfalls verkleinern; ansonsten
kann es evtl. hilfreich sein, die Umkehrfunktion zu betrachten

iii) ¢ kontraktiv auf E?
— ist ® stetig diffbar, so folgt Kontraktivitit aus max,cp |®'(z)| =: L < 1

— dazu: falls ®"(z) <0 bzw. >0 Vz € E
= &' monoton fallend bzw. wachsend
= max,cp |0'(x)| = max(|®(a)],|#(5)])
(falls nichts iiber Monotonie gesagt werden kann: ¢’ auf Extrema untersuchen!)

2) Mehrdimensionaler Fall (E C IR")
i) E vollstandig?

— wie bei 1) gilt: E vollstdndig < E abgeschlossen
(d.h. fiir £ = [a,b] X [¢,d] x ... ist diese Voraussetzung erfiillt)

ii) ® Selbstabbildung auf E?
iii) ® kontraktiv auf E?

— fiir E konvex und @ stetig diffbar folgt Kontraktivitét mit dem MWS aus max,cg |®'(z)| =:
L <1 (@' Jacobi-Matrix)

Bemerkung: ist D := ®(FE) kleiner als E, so sollte man anschliefend als Intervall D betrach-
ten anstelle von E (wenn ein Fixpunkt ex., so liegt er darin).
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1) Definition: Losung eines Anfangswertproblems

Sei n € IN, D C IR x IR™ offen, f : D — IR™, (z9,%) € D, I ein Intervall mit ;7& 0
und zg € I. Dann heifit y € C'(I) Losung des AWP

y'(x) = f(z,y(2), y(xo) =90 (¥)

auf I, wenn gilt

i) y(zo) = yo
i) (z,y(x)) €D Ve el

iii) ¢'(x) = f(z,y(x)) Ve el

2) Zusammenhang zum Banachschen Fixpunktsatz

Eine auf I stetige Funktion y(z) 16st das AWP (x) genau dann, wenn gilt
o) =t [ Sty
z0
(abstrakte Fixpunktgleichung!)

3) Existenzsatz von Peano

Das AWP (%) besitzt eine lokale Losung, wenn f stetig ist.

(Dies impliziert jedoch noch keine eindeutige Losbarkeit!)

4) Hinreichendes Kriterium fiir lokale Lipschitzbedingung

Gegeben sei (x) und f besitze in D stetige partielle Ableitungen ggﬁ (x,y), i,k=1,.,n.
Dann geniigt f auf D einer lokalen Lipschitzbedingung in y.
(Wichtig fiir die Eindeutigkeit einer Losung!)

5) Gronwall-Lemma

Seien u,v € C[a, b] mit u,v > 0. Gilt fiir eine Konstante ¢ > 0
u(z) < c+/ u(t)v(t)dt, =z € la,b,

so folgt u(z) < celd v(t)dt



6) Satz von Picard-Lindel6f (Existenz und Eindeutigkeit)

Gegeben sei das AWP (%) mit einer stetigen Funktion f, die auf D lokal
Lipschitzstetig in y ist.

Dann existiert ein Intervall I, = [zg — o, 29 + |, a > 0, sodass das AWP genau eine
Losung auf I, besitzt.

7) Hauptsatz iiber die Existenz einer maximalen Losung

Gegeben sei das AWP (k) mit einer stetigen Funktion f, die auf D lokal
Lipschitzstetig in y ist.

Dann existiert eine maximale Losung y € C(I), T offen.

(— Erweiterung von Picard-Lindel6f; maximale Losungen sind eindeutig)

8) Separation der Variablen

Gegeben sei das Anfangswertproblem

Y (x) = g(x)f(y(=)), y(xo) = yo
mit
i) g: 1, C IR — IR stetig
ii) f:1I; C IR — IR\ {0} lokal Lipschitzstetig, f(yo) # 0
i) (z0,y0) € I, x I

Sei U(xg) eine geeignete Umgebung von zg, in der m wohldefiniert ist.

Dann existiert eine eindeutige Losung des AWP auf einem geeigneten Intervall I;

diese erfiillt y@)  q x
——ds = / g(t)dt
[, 7=,

(— Moglichkeit, an y zu kommen!)
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I) Gewohnliche DGL 1. Ordnung

y, - f(a:,y)

II) System von n gewdhnlichen DGLs 1. Ordnung

v = filzyn, e yn)

Yo = fn(x7y17'”7yn)

IITI) Gewohnliche DGL n-ter Ordnung

y(n) = f(l', Y, y/7 e 7y(n_1)>

1) Von y unabhiingige rechte Seite

y = f(x), y(l’o) = %Yo

— Losung gegeben durch

mw=%+/ﬂww

2) DGL mit separierbaren Variablen

Y =g9@)f(y), y(wo) = yo

— Separation der Variablen!
— Losung erfiillt (unter den entsprechenden Voraussetzungen)

[ = oo

3) Homogene lineare DGL

— Losung gegeben durch



4) Homogenes lineares DGL-System (1.0rdnung)

y =A@y (AeR™™)

5) Inhomogenes lineares DGL-System (1.0rdnung)

y = A(r)y +b(z), y(zo) = o

— ist W(x) Wronski-Matrix des zugehorigen homogenen Systems, so gilt

[/W Bt + Wz )0]

— allgemeiner: alle Losungen des DGL-Systems haben die Form

[/W dt—l—c] mit ¢ € IR"

(Prinzip: Variation der Konstanten)

6) Lineare homogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Y (z) = Ay(x) + b(x)

i) Fall 1: A diagonalisierbar

Seien vy,...,v, € C" die n linear unabhéngigen Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A1, ..., Ap. Dann ist ein Fundamentalsystem fiir die Gleichung '(x) = Ay(z) gegeben
durch

yi(t) =My, i=1,...,n

ii) Fall 2: A nicht diagonalisierbar

Seien \q, ..., \s die s paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit den algebraischen
Vielfachheiten m()\;) und den geometrischen Vielfachheiten p(A;) < m(\;).

Dann erhélt man folgendermaflen ein Fundamentalsystem fiir ¢/(z) = Ay(x): Bilde zu
jedem Eigenwert A\, (k=1,...,5)

e anhand der Eigenvektoren v; (i =1,...,p(A\)) die Losungen
yi(t) = Mo, i=1,...,p(\)

e und fiir jeden Hauptvektor w der Stufe p > 2 die Losung

=
N~

p—
Akt

J

yu(l) = e T (A= Al w

<.
Il
o
%
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1) Beispiel zu Separation der Variablen

Y= +1)2° y0)=1

o f(y):=y?+1ist auf ganz IR definiert, lokal Lipschitz-stetig (da stetig diffbar) und hat
keine NST
= Iy = IR, % wohldefiniert auf ganz IR

e g(x) := 23 ist auf ganz IR definiert und stetig
= I,=1R

ey =0€1IR, yo=1¢€ IR, f(1) =2 # 0 Nach dem Satz iiber die Separation der
Variablen ex. also eine eindeutige Losung; diese erfiillt

y(z) 1 z
/ 2 ds = / t3dt

1 5441 0

y(z) 1
/1 2+ 1ds = [arctan(s)]lll(x) — arctan(y(z)) — %

/ tdt = {—tll} = g4
0 4 0 4
4

= arctan(y(x)) = X Z‘W

e Was muss x erfiillen, damit man die Gleichung nach y auflésen kann?

e tan() hat Definitionsliicken bei § 4+ 7Z und es muss gelten zy =0 € [

A

m™ T 4
= 6(2,2)<:>\3:]<\/7_r

= maximales Existenzintervall: I := (—+/7, /7) und Lésung

o+
4

)

y: I — 1R, z— tan(

2) Beispiel zu einer DGL mit von y unabhingiger rechter Seite

1
x?2—1’

/

’y:

y(0) =1

e inDef.(5.1):m=1, DCIRXIR, 20=0, yo=1
o f(z,y) = = ist fiir € IR\ {—1,1} definiert; da 9 = 0 € I sein muss wiihle
D=(-1,1)xIR, I C (—1,1)

e da f stetig kann man Lemma (5.2) anwenden




r o1 z 1
= 1 dt =1 — dt
= y(2) +/0 21 +/0 G+ D=1

1 [* 1 1" 1
oo a4+ | ——dt
2 g t+1 2, t—1

= 1 S (e A+ 5 Dl - 1))

1 1
= 1 3M(e+ 1))+ S In(le — 1)

= 1—1111 vl
2 r—1

e diese Funktion ist auf ganz (—1, 1) definiert; als Losung erhélt man somit

z+1
r—1

1
y:FLDHHLxH1—§m<

e Probe: y(0) =1, /(7)) = 54— V
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1) Lineare Differentialgleichungen

Sei I C IR ein offenes Intervall und A(zx) € IR"™", b(z) € IR" stetig. Dann ist die zu-
gehorige lineare Differentialgleichung gegeben durch

y'(z) = A(z)y(z) + b(z), €l

Fiir b = 0 heifit die DGL homogen, sonst inhomogen.
Fiir eine homogene Gleichung gilt:
e es existieren hochstens n linear unabhéngige Losungen

e die Menge aller Losungen bildet einen endlich dimensionalen Vektorraum

2) Fundamentalsystem und Wronski-Matrix

i) Definition:
Ein Fundamentalsystem zur homogenen Gleichung

y'(x) = A(z)y(x), A e IR™"stetig,

besteht aus n linear unabhéngigen Losungen vy, ..., Yx.
(Basis des Losungs-Vektorraums!) Die zugehorige Matrix

W(z) = (1 (@), yn(2))
heifft Wronski-Matrix.
ii) Eigenschaften:
a) W'(z) = A(x)W(z) Ve el
b) det(W(z)) # 0 und sgn(det(W(z))) = const Vx € I
¢) W(z) Wronski-Matrix < 3 nichtsingulére Matrix B mit

W(z)=W(z)B Vexel

d) y ist Losung von ¢/(z) = A(z)y(x) < 3 ¢ € IR" mit y(x) = W(z)c
Insbesondere ist die Losung des AWP /' (x) = A(z)y(z), y(xo) = Yo, gegeben durch

e) Ist ys(x) eine spezielle Losung der Gleichung
y(2) = A(2)y(x) + b()
und W (z) die zugehorige Wronski-Matrix, so besitzt jede Losung der DGL die Form
y(x) = W(x)e+ys(x), celR".



3) Variation der Konstanten

Sei W (z) Wronski-Matrix zu y'(x) = A(z)y(z). Dann gilt:

i) Jede Losung der inhomogenen linearen DGL
Y (z) = Alx)y(z) +b(x), A(z), b(x) stetig

besitzt die Darstellung
y(z) = W(x) {c—l—/ W_l(t)b(t)dt} mit ¢ € IR"
0

ii) Die Losung des AWP’s

y'(x) = A(z)y(x) +b(x), y(xo) = Yo,

4) Definitionen: algebraische/geometrische Vielfachheit, Hauptvektor

Sei A € IR™"™ und ) ein Eigenwert von A.

i) A hat die algebraische Vielfachheit m, wenn A\ m-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms x(x) = det(A — z1) ist.

ii) A hat die geometrische Vielfachheit p, wenn (maximal) p linear unabhéingige Eigenvek-
toren zu diesem Eigenwert existieren. (Es gilt immer p < m!)

iii) Ein Vektor v € IR" heifit Hauptvektor p-ter Stufe (zu \), wenn gilt
(A= ALY 'w#0 und (A—ML,)Pv=0

— Eigenvektoren sind somit Hauptvektoren der Stufe 1

— Berechnung des Hauptvektors v, der Stufe p aus einem HV v,_; der Stufe p — 1:
(A—AL)vy, = v,

Wichtig: fiir m = p ist die Matrix A diagonalisierbar (T-'AT = diag(\y, ..., \n));
andernfalls erhélt man die sog. Jordansche Normalform.

5) Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Gegeben sei die DGL ¢/'(z) = Ay(z) + b(x), A € IR™", b(z) € IR" stetig.

i) Fall 1: A diagonalisierbar

Seien vy,...,v, € C" die n linear unabhéngigen Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A1y, Ap. Dann ist ein Fundamentalsystem fiir y/(z) = Ay(z) gegeben durch

yi(t) = Mty i=1,....n

ii) Fall 2: A nicht diagonalisierbar

Seien Aq, ..., \, die s paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit den algebraischen
Vielfachheiten m();) und den geometrischen Vielfachheiten p(X;) < m(\;).
Dann erhélt man folgendermafien ein Fundamentalsystem fiir y'(z) = Ay(x):



Bilde zu jedem Eigenwert Ay (k=1,...,s)

e anhand der Eigenvektoren v; (i = 1,...,p(\;)) die Losungen
yi(t) = o, i=1,..., p(\)

e und fiir jeden Hauptvektor w der Stufe p > 2 die Losung

Aktp . tj
Z;A ML)
=0

6) Explizites und implizites Euler-Verfahren

— Verfahren zum numerischen Losen von DGLs; sog. Einschrittverfahren
— Gegeben: Anfangswertproblem

y'(t) = ft,y@), y(to) =y°, t € [to,T]

i) Explizites Euler-Verfahren

Geg.: Schrittweite h = T;Lto, n € IN. Iterationsvorschrift fiir K =0,...,n — 1:
tk+1 - tk + h
v =y R (e YY)

ii) Implizites Euler-Verfahren

Geg.: Schrittweite h = %, n € IN. Iterationsvorschrift fir £k =0,...,n — 1:
=t +h

Y =y hf (g, v

Bemerkung:

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Verfahren ist die Stabilitédt. Das explizite
Euler-Verfahren stellt weniger Rechenaufwand dar und ist einfacher - beim impliziten Ver-
fahren muss in jedem Schritt eine Gleichung gelost werden, doch es ist wesentlich stabiler.
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1) Fehleranalyse

a) Normen
e Higenschaften: Positivitéit, absolute Homogenitét, Dreiecksungleichung

e Vektornormen fiir x € IR™:

n

o, =) Jzil, ey =

=1

.....

e Matrixnormen fiir A € IR™*":

|Al, = j:mlaxnz jaisl, 1Al = VAna(ATA), Al = max Y ay]
i=1 j=1

..... i=1,....m
A
(von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm: |A| = sup 14z = sup |Az]|)
w0 |] jey=1

b) Kondition

i) absolute / relative Kondition:

|1Ayly Oy 1Ayly 5 _ 1A]y

B VN O B 7/ PO ] P

ii) Kondition linearer Abbildungen (normabhéngig!):
rkp(A) = [A], HA’al fir A € IR™™" invertierbar ,p € [1, o0]

— Eigenschaften: k(A) > 1, k(A) = k(A7)

¢) Normalisierte Gleitpunktarithmetik

— Menge der Maschinenzahlen: M(b, m, r, R)
— Beispiel: 287 = 0.29 - 10% in M(10, 2, —4, 3)

d) Stabilitét eines Algorithmus

Kriterium: die durch den Algorithmus erzeugten Fehler bleiben in der Groflenordnung
des durch die Kondition bedingten Fehlers.



2) Lineare Gleichungssysteme, direkte Lésungsverfahren

a) GauB-Elimination, LR-Zerlegung

— Bringe LGS Az = b (det(A) # 0) auf Dreiecksgestalt:
A = LR mit unterer Dreiecksmatrix L, oberer Dreiecksmatrix R

— Lose das LGS durch Vorwérts- und Riickwirtseinsetzen

— Einfache Determinantenberechnung:
det(A) =det(L - R) = det(L) - det(R) = det(R)

b) Zeilendquilibrierung

dl 0 n

D, = mit d; = (O _la;)" = Y _|(D.A),|=1 Vien
0 d, j=1

j=1

— liefert minimale Konditionszahl bzgl. Maximumnorm!

c¢) Spaltenpivotisierung

— vorteilhafte Zeilenvertauschung fiir groflere Stabilitat bei Gauf-Elimination

— liefert Zerlegung der Gestalt PA = LR
(ex. fiir jede nichtsinguldre Matrix A € IR™™")

d) Cholesky-Zerlegung (s.p.d. Matrizen)

— Fiir jedes s.p.d. A € IR™" ex. eine eindeutige Zerlegung A = LDL'" mit normierter
unterer Dreiecksmatrix L, D =diag(dy, ..., d,), d; > 0 Vi € n.

— Umgekehrt gilt: A = LDL" wie oben = A s.p.d.
— Verfahren: Fiir £ = 1,2,..n und ¢ > k gilt:

1
dkk = Qgk E ll%jdjj7 llk = dkk (alk z :lljd]]lkj)
j=1 i=1

(Alternative: simultaner Zeilen-Spalten-Gauf)

e) Fehlerabschétzungen fiir lineare Gleichungssysteme

Fiir ein LGS (A + AA)(z + Ax) = b+ Ab gilt
[Az] _ w(4) <”AAH |AD]

T = 1= n( =T AT

|AA]
[A]

) falls k(A) <1



f) Q-R-Zerlegung, orthogonale Matrizen

i) Givens-Rotationen (einfach)
Elimination des Eintrags ay; (betrachte x als i-te Spalte):

xy

1 0 0 0 i1

: r

0 DR C DY 8 .o .. 0 'rl ‘rl“rl

Gip-z=|: P ] =

0 .« .. _S DY C .« .. 0 l’n xk—l

: : SR 0

O -~ 0 -~ 0 --- 1 Lh+1

'Z‘TL

T Tk
fiir T::l:\/l‘?—l—l‘i,C:?’sz?

— gut fiir diinnbesetzte Matrizen geeignet!

ii) Householder-Spiegelungen (effizient)
Spiegelung zu v € IR™:

U’Utr

Qv:In_2

vy
Wichtig: die @); miissen nicht explizit aufgestellt werden! Denn

tr

2
yv bzw. Q,A=A— —uw'"A

va:y_Qt’r‘ tr
vTv Vv

Vorgehen zur Reduktion von A auf obere Dreiecksgestalt:
e o :=sign(ay) |a'], (a': erste Spalte von A)
o vl i=al +ajet, Q:=Q, € IR™™

_al %k DR %
= QlA - : A(Q)
0
e analog: Q@ e IR™~YV*(m=1 fiir die 1. Spalte von A® usw.
e insgesamt: Q, 1.1 A=R = A=QVQY.Q" R=:QR




3) Lineare Gleichungssysteme, iterative Losungsverfahren

a) Gesamtschrittverfahren (Jacobi-Verfahren)

Zerlege Ain A= L+ D+ R mit

0 -+ v 0 ag;, 0 -+ 0 0 ars -+  ayn
L: a/2'71 .. 7D: 0 .. .. : ’R: '
: : : e 00 : L Upeip
(ni - Gppoy 0O 0 - 0 apn 0 v ... 0

und wéhle als Fixpunktiteration (falls a;; # 0!):
2" = Db — (L + R)a"]
dh. Tge = I-D'A

b) Einzelschrittverfahren (Gauf-Seidel)

Zerlege A wie beim Jacobi-Verfahren. Fixpunktiteration:

(D+ L)z**' = —Ra* +b

¢) Spektralradius ES (D + L)

p(A) = max{|A|: X Eigenwert von A} =limy_. HA]“H%
(= Al = Vp(A"A) (= p(A) fir A symm.))

d) Konvergenzkriterien

i) Spektralradius der Iterationsmatrix 7"
Obige Fixpunktiteration konvergiert fiir jeden Startwert < p(T') < 1.
Wegen p(T') < |T'| ist || < 1 hinreichend.

ii) Zeilensummenkriterium:

n

a,.‘

Tes|., = max <1, AcR™" mita; #0ViEn
<i<n

j=1j#i

i

(gleichbedeutend mit strikter Diagonaldominanz von A;
Tgs: Tterationsmatrix des Gesamtschrittverfahrens)

iii) Spaltensummenkriterium:

n
|Tes), = max <1, AcIR""mita; #0Vicn
SJsn

i=1,i#j

33

iv) A s.p.d. = Einzelschrittverfahren konvergiert!



4) Lineare Ausgleichsrechnung

a) Lineares Ausgleichsproblem

Zu gegebenem A € IR™ " und b € IR™ bestimme z* € IR" mit

Ax* —b|, = min |Az —b
| A"~ bl, = min |4z — b,

b) Losung iiber Q-R-Zerlegung

e bestimme von A die Q-R-Zerlegung

QA = (g) . Re R

e berechne

Qb—( ) b € IR™

e l5se Rz* = by mittels Riickwiirtseinsetzen, dann ist

min Az —bf, = [Az" —b], = [ba,

c¢) Losung iiber Normalgleichungen (A" Az = A'D, i.A. schlecht konditioniert)
e berechne M := A" A, ¢ := A"b
e bestimme Cholesky-Zerlegung M = LDL'
e lose Ly = cund L'z = D71y

(3 eindeutige Losung < Rang(A) = n)

5) Nichtlineare Gleichungssysteme, iterative Losungsverfahren

a) Nichtlineare Gleichungssysteme

Gegeben: f: IR" — IR", Gesucht: z* € IR" mit f(2*) = 0.

b) Banachscher Fixpunktsatz

Gegeben: F C IR" abgeschloss en, kontraktive Selbstabblldun% ¢o: F— FE dh.
lo(z) =)l < Lllz =y Va,y € Eund

Dann gilt:
i) 3! Fixpunkt z* von ¢ in F
ii) die Iteration xpy1 = ¢(xx) konvergiert fiir bel. zy € F dagegen

iii) A-priori-Fehlerabschétzung:
k

A Ry P
iv) A-posteriori-Fehlerabschitzung:
ok = 27| < 7= llew — @]

Bemerkung:
E konvex, ¢ stetig diffbar, max,cp |¢'(z)| =: L <1 = ¢ kontraktiv



¢) Newton-Verfahren (lokal quadratisch konvergent)

i) skalar
Th41 = T — J{’((SZ)) =: P(xy)

ii) mehrdimensional
ii) mehrdimension Rt = —f(b)

6) Interpolation

a) Lagrange-Polynominterpolation

3

P(flzo,...,xzn)(x) = Pn(a:):. fz)ln(2)

j
e T w(z)

ok T (@) ()]

b) Neville-Aitken-Schema

— Verfahren zum Auswerten des Interpolationspolynoms (ohne explizite Darstellung)
an einer bestimmten Stelle

— Definiere P,y := P(f|zi—g, ..., z:)(z) (0 <k <i<mn), dann gilt

T — Ti—k ri — X
Py = ———PF 1+ ——F_ 111
T — Ti—k Ty — Ti—k
r — T
= P+ +(R,k71 — P 1k-1)

Tiy — Ti—k
— Nachteil: Hinzunahme einer Stiitzstelle erfordert Neuberechnung!

c) Horner-Schema

— zur Auswertung eines Polynoms in Potenzform an einer konkreten Stelle:

p(zr) = ap+az+ ...+ az”
= ap+x(a; +x(ag+ ... + z(ap_1 + xay)...))

(spart Multiplikationen!)

d) Newton-Interpolation

— Es gilt: n
Py(x) = Pooi(z) + 0n(2 — 20)..(x — 1) = Y Spwp(a)
mit o f(xn) = Poa(z0) " .
on = (2 — 20) (X — Tn1) [0, s Tl
k—1
wp(x) = | (x —x;), wo(z)=1

— Rekursives Schema:
(1, .y xa] f — [0, ...,xn_l]f’ wlf = f(w)

Ty — X

[0, ..., xn) f =

— Vorteil: keine komplette Neuberechnung bei Hinzunahme einer Stiitzstelle!



e) Interpolationsfehler

i) Fir f € C"™(I) 3¢ € T mit

(n+1)
flx) — P(flxo, ..., xn)(z) = w(x)f—(@

(n+1)!
ii) Insbesondere ist
p FARI(9)
— ey T, < J S
gg@fg}lf(x) (flxo, .y zp) ()| < max Iw(x)|;g[3f§] 1) ‘

7) Numerische Integration

a) Quadratur

— Polynominterpolation des Integranden, dann exakte Integration:

d m d
L,(f): = / P(f|x0,..,xm)(x)dx:(d—c)E cjf(xj)z/ f(x)dx
c =0 c
. 1 a T — Ty 1 d
te = do=—— [ lpn(z)d
mit ¢ d_c/c k:g#xj_xk e ol L

— Fehlerschranke:

(d — c)m™+?
(m+1)!

d
[ sty Im(f)‘ < maxpeiea |70 ()]

— Fiir dquidistante Stiitzstellen erhélt man die sog. Newton-Cotes-Formeln

b) Newton-Cotes-Formeln

m

Ln(f) =h> c;f(c+&h)
=0
m & ¢ L(f) — [ f(x)dz
0 | Mittelpunktsregel % 1 Lp3 2 (€)
1 | Trapezregel 0,1 %7% éh?)f(?) (&)
2 | Simpson-Regel 0,3,1 558 RNOTRIG)

8) Gewdhnliche Differentialgleichungen

a) Reduktionssatz
Zu der gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung

y" = f(z,y(x), ...y ()

betrachte das System von gewthnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

y(/) = U,
yi = Y2,
y;z—Q = Yn

y;L—l = f(x’ymylu'-')yn—l)



— Bijektion zwischen der Losung der DGL und der Loésung des Systems!

b) Zshg zum Banachschen Fixpunktsatz

y'(z) = flz,y(@), y(zo) =yo (%)
i
y(x) =yo + [, f(t,y(t))dt

c¢) Existenzsatz von Peano

f stetig = AWP (x) besitzt lokale Losung

d) Hinreichendes Kriterium fiir Lipschitz-Bedingung

gg; (x,y) stetig auf D Vi, k = 1,...,n = f auf D lokal Lipschitzstetig in y

e) Satz von Picard-Lindelof (Existenz und Eindeutigkeit)

f stetig und lokal Lipschitzstetig in y
= 3 eindeutige Losung des AWP (x) auf I, = [zg — o, x0 + ], a >0

f) Hauptsatz iiber maximale Losungen

f stetig und lokal Lipschitzstetig in y
= 3 maximale Losung y € C'(I), T offen

g) Separation der Variablen

Gegeben:
mit

i) g: 1, C IR — IR stetig

ii) f:I; C IR — IR\ {0} lokal Lipschitzstetig, f(yo) # 0
111) (l‘o,yo) S [g X If

= d eindeutige Losung auf einem geeigneten Intervall I; diese erfiillt

/yj(x) %S)ds = /x: g(t)dt

h) Homogene und inhomogene lineare DGL

Seien I C IR offen, A(z) € IR™™", b(x) € IR" stetig.

i) homogene lineare DGL .
y'(z) = A(x)y(x)

— es existieren hochstens n linear unabhéngige Losungen
— Menge aller Losungen: endlich dimensionaler Vektorraum

ii) inhomogene lineare DGL
y'(z) = A(z)y(x) + b()

— ist y, homogene Losung, y, eine partikulére Losung, so gilt

y(x) = yn(z) + yp(2)



i) Fundamentalsystem/ Wronski-Matrix

i) Definition:

— Fundamentalsystem zu ¢/ (x) = A(z)y(z): n linear unabhéngige Losungen yy, . . .

— zugehorige Wronski-Matrix: W(z) = (yi(z), ..., yu(x))

ii) Wichtige Eigenschaften:
— W'(z) = A(x)W (x)
— det(W(x)) #0
— Losung von y'(z) = A(x)y(x), y(wo) =yo ist y(z) = W (2)W " (z0)yo

j) Variation der Konstanten

Fiir W(x) Wronski-Matrix zu ¢/(z) = A(x)y(x) ist die Losung des AWP’s

y'(z) = A(z)y(x) +b(x), y(xo) = Yo,

gegeben durch

k) Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Gegeben: DGL ¢/ (z) = Ay(x) + b(x).
Seien \q, ..., \s die s paarweise verschiedenen Eigenwerte von A und
UL1s -+ Ulim(Ar)s - - -5 Usls - - > Usm(n,) die zugehorigen Hauptvektoren.

Dann ist ein Fundamentalsystem fiir /(x) = Ay(z) gegeben durch

p(”ki)_l t] ‘
Yri(t) = eM! Z F<A — Medn) vk
Jj=0 ’

firk=1,...,sundi=1,...,m(\k))

m) Euler-Verfahren

Gegeben: Schrittweite h = %, n € IN, und Anfangswertproblem

y(t) = ft.y®), ylto) =1" t€to,T]
i) explizites Verfahren:
tk+1 - tk + h
v =y Rty

ii) implizites Verfahren:
" =t +h
v =y i (ten ™)



