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1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

Bruno Gnérich, RWTH Aachen

1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

1.1 Natirliche Zahlen:
Symbol: N={0,1,2,3,4,...}

1.2 Ganze Zahlen:
Symbol: 7={...,-2,-1,0,1,2,...}

1.3 Rationale Zahlen:

Symbol: Q::'g‘p,qT Sund q? Og
)

1.4 Reelle Zahlen:

Symbol: R

1.4.1 Axiomeder Addition:

1411 atb=b+a

1412 (@a+b)+c=a+(b+c)

1413 Die Gleichung a+ x = bist immer eindeutig |Gsbar.

1414 -(-ra)=a
1.4.2 Axiomeder Multiplikation:

1421 axb=Dbxa

1422 (a xb) xc = a x(b xC)

1423 ax(b+c)=axb+ axc

1424 Die Gleichung a xx = bist fur allea? 0 eindeutig |dsbar.
1.4.3 Axiome der Ordnung:

1431 a<bund b<ch a<c

1432 a<b;cbeliebigb a+c<b+c

1433 a<b;c>0pP axc<bxc

1.4.4 Archimedisches Axiom:
Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine nattrliche Zahl n, fir die gilt: n > |x|
Zu jeder reellen Zahl x > 0 gibt es eine nattirliche Zahl n, fur die gilt: ! < x

1.4.5 Axiom der Vollstandigkeit:
Jede Verknuipfung zweler reeller Zahlen gemald dieser Axiome ergibt wieder eine reelle Zahl.

1.4.6 Bemerkung:
Dreiecksungleichung: lal- |b] £ a+b{ £a] +[o]

1.5 Komplexe Zahlen:

Symbol: C= {z|z =(x, y) mit x, y1 [R}
Die Menge der komplexen Zahlen ist ein dgebraischer Korper beztiglich Addition und Multiplikation.
Imaginére Einheit: i=-1
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Bruno Gnérich, RWTH Aachen

1.5.1 Schreibweisen:
Schreibweise einer komplexen Zahl z:
Z2=Xx+ivy

Mitr = /x> +y? undj = arctan Y. wird daraus:
X

z=r{cosfj )+ixsin(j )|
= rcisj )
=rse't
Es gilt die Dreiecksungleichung.

1.5.2 Die Moivr€'sche Formel:
2" =[r xisj )]"
=r" xcis(n> )
=" )emg«
Die Exponentia schreibweise von z wird as Polarform von z bezeichnet.

1.6 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Essei n, eine natrliche Zahl und A(n) fur ale natlrlichen Zahlen n3 n, eine Aussage. Es gelte:

1.6.1 Induktionsanfang:
A(ng) ist eine wahre Aussage.

1.6.2 Induktionsvoraussetzung:
Die Annahme der Gultigkeit dieser Aussage fir alle n3 n,

1.6.3 Induktionsschluf3:
[A(n) P A(n+1)] ist wahr fur alle n3 n,

Damit ist die Gltigkeit der Aussage A(n) bewiesen.

1.6.4 Beispiel: Bernoullische Ungleichung:

Es sai x eine reelle Zahl mit - 1£ x. Ferner sai n eine natrliche Zahl. Dann gilt fur alle n die
Bernoullische Ungleichung:  A(n): 1+nxx £ (1+ x)"

Beweis unter Verwendung vollstandiger Induktion:

Induktionsanfang: N, =1: 1+ x£ (1+ x)1 =1+x (giltinsbesonderefir - 1£ x)

I nduktionsannahme: Die Behauptung gelte fir ein nT Z,aso 1+nxx £ (1+x)" .
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Induktionsschluf3: Zu zeigen ist, dal3 die Behauptung dann auch fir n + 1 gilt, also
1+(n+1)x £ (1+x)™. AuRerdem gilt: Da - 1£ xist, ist 1+ x3 0.
Daraus folgt:
(L %)™ = 1+ x)" {1+ x)
3 (1+ n><x) >(1+ x)
=1+ (n+1)xx+nxc?
3 1+(n+1)%
Damit ist die Gltigkeit der Bernoullischen Ungleichung bewiesen.

1.7 Fakultat, Binomialkoeffizient, Binomischer Lehrsatz

1.7.1 Die Fakultat:
A
n=12x3x.. =0k

k=1

1.7.2 Der Binomialkoeffizient:
-'-LwennOE k£n

|
kbn- k)
|
f O wennk > n
1.7.3 Der Binomische L ehrsatz:
(a+b)" =8 @gmn« % (siehe Pascalsches Dreieck)
k=0eh g

Der binomische Lehrsatz kann mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden.

1.7.4 Pascal’ sches Dreieck:

k=1
n=0 > 1 / k=2
n=1 > 1 1 /
n=2 > 1 2 1 / k=4
n=3 > 1 3 3 1 / k=5

=4 ——— 1 4 6 4 1 7 s
=5 — 1 5 10 10 5 1 /
n=6 » 1 6 15 20 15 6 1

_ang

&

Abbildung 1: Pascal'sches Dreieck
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1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

Bruno Gnérich, RWTH Aachen

1.8 Der Fundamentalsatz der Algebra

Ein Polynom n-ten Grades kann immer folgendermal3en umgeformt werden:
P(z)=a, +a xz+..+a, x2"

=a,{z- z){z- 2,)x.4z- z,)

Mita,t 0UaiC

Die Zahlen z heil3en Nullstellen des Polynoms P.
Jedes Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten hat mindestens eine reelle Nullstelle.
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme A e e

2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare
Gleichungssysteme

2.1 Vektorrechnung, analytische Geometrie

2.1.1 Vektorielle Addition:

aéao a@ﬁblo

9
atb=g¢: 9 c; +
8anﬂ 8bnﬂ 8& +b

2.1.2 Skalar produkt:
axh=a b +ta, b, +...+a b =§a iR
Zusitzlichgilt: acb=0 U a” b
2.1.3LangedesVektorsa:

|2 = /axa = a®
2.1.4 Schwar zsche Ungleichung:

ja>0] £]al>[p]
Ferner gilt die Dreiecksungleichung

2.1.5 Orthogonale Projektion von a auf b:

2.1.6 Winkel zwischen zwei Vektoren a und b:

cosa = ——-

||a|| >ﬂbll

2.1.7 Raumprodukt (Spatprodukt):
(abc)=(a" b)x

Es erzeugt es ein Rechtssystem, falls es positiv ist, und ein Linkssystem, falls es negativ ist.
Das Vektortripel heildt ausgeartet (linear abhangig), falls das Spatprodukt null ist.
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2.1.8 Vektor produkt (Kreuzprodukt):
5@19 @19 @szs' a3>b29
a’ t_):gaZ; QbZ;:Qas D, - a1>b3—
8a36 8b36 86‘1 sz - &, >b15

Ist das Kreuzprodukt null, so sind die beiden Vektoren linear abhangig.

2.1.9 Vektorielle Darstellung einer Gerade in Punkt-Richtungsfor m:
g X =p+ta

2.1.10 Vektorielle Dar stellung einer Geradein Hesseform:

g: X>h=d
2.1.11 Vektorielle Dar stellung einer Gerade in Hesse-Nor malenfor m:
o: i><X’><h :i
LU

Die Darstellungsarten in Hesseform sind nur im zweidimensionalen Vektorraum maoglich, im
dreidimensionalen Raum représentieren sie Ebenen.

2.1.12 Plickerform einer Geradeim dreidimensionalen Vektorraum:
g:xX a=m

2.1.13 Dar stellung einer Ebenein Punkt-Richtungsfor m:

E:x=p+l xa +mxa,

2.1.14 Darstellung einer Ebenein Hessefor m:
E:xh =d
2.1.15 Darstellung einer Ebenein Hesse-Nor malenfor m:

E: i><5<’><h= d

In] == h]

2.1.16 Umrechnungsfor meln der Ebenenfor men:

2.1.17 I dentitat von L agrange:

(a” b){c” d)=(axc){bxd)- (a>d)~{b>x)
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2.2 Lineare Gleichungssysteme

Eine Linearkombination aus n Vektoren des Grades n bildet ein lineares Gleichungssystem, wenn
ein bestimmter Vektor als Ergebnis der Linearkombination gefordert wird. Ist dieser Vektor der
Nullvektor, so spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, andernfalls von einem
inhomogenen Gleichungssystem.

Xoa X8, tXas .. tx 0a, =h

n =n

U X, %, =b

Qo

j=1

Ein LGS ist l6sbar, falls gentigend linear unabhéngige Gleichungen vorhanden sind. Sind bei
einem LGS vom Rang n (d.h. mit n Unbekannten) nur r linear unabhangige Gleichungen gegeben,
so betrégt der Defekt d des Gleichungssystems: d=n-r.

2.2.1 Allgemeines L 6sungsverfahren:

Zundchst wird die Hauptdeterminante D berechnet, was bis Rang n = 3 ohne weitere
Umformungen maoglich ist. Ist der Rang n > 3, ist meistens der Gauld sche Algorithmus am
gunstigsten.

1. Fl: D =0: keineeindeutige Losung b Gauldscher Algorithmus (L 6sungsmenge ist
eine Ebene oder eine Gerade)
2. Fall: D1 0. eindeutige L6sung P Cramer'sche Regel (Determinantenverfahren)

Zum Schlu3 wird die Lésungsmenge al's Vektor oder Zahlentupel aufgeschrieben.

2.2.2 Der Gaul¥'sche Algorithmus:

Das Prinzip besteht darin, eine Gleichung dazu zu benutzen, aus den restlichen eine Unbekannte
zu eliminieren. Dies wird dann so lange fortgesetzt, bis nur noch eine Gleichung mit einer
Unbekannten vorhanden ist. Danach wird riickwérts in alle Gleichungen eingesetzt, womit man alle
Unbekannten erhélt und das LGS |6st.

Die folgenden zwei Beispiele zeigen ein eindeutig |6sbares und ein nicht eindeutig |6sbares LGS.

1. Beispid:
Folgendes LGS ist gegeben. Gesucht ist dessen Losungsmenge.
X, +2X, +3X; +4X, =-2
2X + 3%, +4X%, + X, = 2
3X, +4X, + X +2%X,= 2
4X + X, +2X%,+3%, =-2
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Alle Angaben sind ohne Gewabhr.
Bruno Gnérich, RWTH Aachen

Durch rickwartiges L 6sen der Gleichungen ” » ” X, Operation
XVI bis XII1 erhélt man: . . 2
=0 | [1[2]3]a]-2
1o 213412
XX23: 0 | 3|4 1]2]2
xo=-1 v 41121312
\% 1 2 3 4 -2
Die Probe durch Einsetzen bestétigt dieses | VI | O | -1 | -2 | -7 | 6 =11-2|
Ergebnis. vi| o| 2] -8]-10] 8 =111-3|
VI 0 -7 | -10 | -13 6 =lvV-4i
IX 1 2 3 4 -2
X 0 -1 -2 -7 6
Xl 0 0 -4 4 -4 =VII-2VI
XII 0 0 4 36 | -36 =VII-VI
XIHI 1 2 3 4 -2
XIVv}] O -1 -2 -7 6
XV 0 0 -4 4 -4
XVI 0 0 0 40 | -40 =XI+XII
2. Beispid:
Folgendes LGS ist gegeben. Es enthélt mehr Gleichungen al's Unbekannte.
Operation
- % - 3%,- 12%,=-5 | X1 X3 )fz —
TGt D= 2 | 12|52
X, +17x;= 7 Il 0 5 17 7
X - X+ 2%=1 \% 3 [ -1 ] 2 1
X -4%,- %= 0 v ! -4 -1 0
VI -1 -3 |-12| -5
Eine Losung existiert, sie ist aber nicht eindeutig. Es | VIl | O | -5 | -17] -7 | =l
kann eine Unbekannte als Parameter wahlen, z.B. x,. villf 0 | 5 |17 ] 7 | =l
Die Lésung lautet dann: IX | 0 |-10|-34|-14 [ =3I+l
t1 (- ¥;¥) \%
4 9 X 0 | -25|-8]-35]|=71+V
X =gl Xl | 1] -3]-12] -5
7 17 XIl 0 5| -17 ) -7
o=—- =l x| o oo o
5 5 X[ 0] o] 0] o
X3 =t xV[ o] o] o] o

Die geometrische Deutung der Ldsungsmenge eines LGS mit drei Unbekannten ist die
Bestimmung der Schnittmenge der durch die drei Gleichungen des LGS gegebenen Ebenen. In

diesem Beispid ist die Lésungsmenge eine Gerade:

Focd0) e 90

1¢_~ 1.6

g: X=—¢l++_t¢- 5+
&5 &55
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme

Bruno Gnérich, RWTH Aachen

2.2.3 Die Cramer'sche Regel:

Ist die Determinante der Koeffizientenmatrix eines LGS nicht null, dann lassen sich die
Unbekannten x sofort berechnen. Man berechnet dabel zur Bestimmung z.B. der Unbekannten x,
Die Determinante D, die sich durch Vertauschen des 3.Spaltenvektors der
K oeffizientendeterminan-te mit dem Vektor der absoluten Glieder ergibt. Aus diesen beiden
Determinanten berechnet sich die Unbekannte x, als deren Quotient.

Allgemein: x, = 5
D

Die mit der Cramer'schen Regel berechneten Ldsungen sind immer eindeutig.
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3. Matrizen, Matrixalgebra
3.1 Beispiele fur (m,n)-Matrizen

3.1.1 (n,n)-Einheitsmatrix:
da 0 0 -+ 00

3.1.2 (m,n)-Matrix:
By &y Q3 o ainQ

¢

Gy 8yp By vt Ayt
A:gasl Ap 8y aSn_

C: : : Lo —

a. a, a. - a. g

e%m m2 m3 mn &

Der erste Index bei den Eintragen a; heil3t Zeilenindex und gibt die Zeile an, in der der Eintrag
steht, der zwelte ist der Spaltenindex und gibt die Spalte der Matrix an, in der der Eintrag steht.

3.2 Rechnen mit Matrizen

3.2.1 Addition zweier (m,n)-Matrizen A und B, Multiplikation mit einer Konstanten k:
Alle Eintrége werden einzeln addiert, dh. C=A+B bzw. ¢;=
Alle Eintrage werden einzeln mit k multipliziert. C= kB bzw. c = f(b

3.2.2 Transponieren einer (m,n)-Matrix A:

Es entsteht eine (n,m)-Matrix AT, fr deren Eintrage Aiar dilts 8 =3
3.2.2.1 Zusatzeigenschaften bei (n,n)-Matrizen:

Eine (n,n)-Matrix A heil3 symmetrisch, wenn gilt: AT=A

Eine (n,n)-Matrix A heif3t antisymmetrisch, wenn gilt: ~ AT=- A

Beispiel: Gegeben sind die Matrizen Aund B.
- 70 ® 20

- §3 25 §2 63
A+B= '70 ® 20_a8+0 -7+20_a8 -50
g?’ 2@ gZ 6@ g3+2 2+6g g5 83

a8 29_66>O 5>Q9_ad) 109

PBE% 65 e 565 0 305
@ 79 el 3% 2 20 _ad 26_
AT'gz 2= T8 7 o B & s Th 65_8
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3.2.3 Verkettung von Matrizen, Matrixmultiplikation:
Generell ist dies nur moglich, wenn die erste Matrix (m,n) diesselbe Anzahl von Spalten hat
wie die zweite Matrix (p,q) Zeilen, d.h. wennn = p.
Es entsteht eine (m,q)-Matrix.

Deren Eintrage lauten dann allgemein: G, =a & by
k=1

® 10
. e . d 0 20 c -
Beispiel: Gegeben seien die beiden Matrizen Aund B: A= x B=¢c0 -1+
€ 1 o i
& 03

® 10
: . . : a 0 2% - & 1o
Wird A mit B verkettet, so entsteht eine (2,2)-Matrix: AB = 0 -1:= o
gz 1 Og - &0 1y

% 05

® 10 xe2 1 00

. . ¢ 4 0 20 ¢ -

Umgekehrt entsteht eine (3,3)-Matrix: BA=¢0 - 1 > 1 0:=g-2 -1 0+

© 0 2 g2 0 45

Daraus folgt: Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ.
Aber: Multiplikation von (n,n)-Matrizen ist assoziativ, es gilt auch das Distributivgesetz.

3.2.3.1 Dyadisches Produkt:
S0 heif3t das Produkt einer (n,1)-Matrix mit einer (1,n)-Matrix. Es ensteht eine (n,n)-Matrix.

3.2.4 Matrixinversion quadratischer Matrizen:
Esgilt fir die zu A inverse Matrix A : ALA=AALI=E
Bedingung fur Invertierbarkeit: det(A)* O

3.25Rang einer Matrix:

Unter dem Rang r(A) der (m,n)-Matrix A versteht man Folgendes: Die Maximaanzahl linear
unabhangiger Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) heild Zellenrang (Spaltenrang) der Matrix A.
Zeilenregulér ist die Matrix A, wenn r(A) = m, spaltenregular, wenn r(A) = n.

Eine (n,n)-Matrix heil3t regul&r, wenn r(A) = n und singulér, wennr(A) <n.

Die Existenz der Inversen A ! und die Regularitét von A sind aquivalent.

Zur Berechnung des Ranges einer (m,n)-Matrix werden die gréf3tmoglichen Unterdeterminanten
gebildet. Ist eine von ihnen nicht null, so ist der Rang gleich der Ordnung (Anzahl der
Spaltenvektoren) dieser Unterdeterminante. Gegebenenfalls mufd die Ordnung der Unterdeter-
minante verringert werden, bis eine von ihnen ungleich null ist.

3.2.6 Losung einfacher M atrixgleichungen:
Die Gleichung AX=B hat die Losung X=BAL
Dies setzt die Existens der inversen Matrix A% voraus.

3.2.7 Rechenregeln fur Deter minanten:
det(A xB) = det(A) xdet(B)  (Produktregel)
det(A") = det(A)
det(E) =1
det(c xA) = c" xdet(A)  fir (n,n)-Matrizen
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3.3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Gegeben sei eine lineare Abbildung x> f(x)= Axx

Unter den Eigenwerten | und den Eigenvektoren n der Matrix A versteht man alle digjenigen
Konstanten bzw. Vektoren, fir die gilt:

Aus dieser Definition folgt:
An=1n0 (A-1xEh=0
furn ¢ 0(Nullvektor)folgt sofort :

det(A- | xE)=0
In Determinantenschreibweise:
?11 - a;, 3 ay, 9
¢ Ay Ay - | Ay 2n —
det(A- | XE):detg a,, a, ag- | a, .=0
c : : -
8 Ay an, a3 a,, - l B
Beispiel: Gesucht sind alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A:
¢3e2 -3 1 0
A= C 3 1 3 —
&5 2 -4
2-1 -3 1
det(A- 1 xE)=| 3 1-1 3 |=-1%-1%+2 =0
-5 2 -4-1

01,=01,=L1,=-2

Die einzelnen Eigenwerte werden in das jeweilige (Uberbestimmte) homogene Gleichungssystem
eingesetzt und dessen Losungsmenge nach bekannten Verfahren bestimmt. Diese ist dann der zum
einzelnen Eigenwert gehdrende Eigenvektor. In der Regel werden die Eigenvektoren auf den Betrag
1 normiert.

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn auf3er der Hauptdiagonalen der Matrix nur Nullen in ihr stehen.
Die Zahlen in der Hauptdiagonalen sind dann zugleich die Eigenwerte der Matrix.

Eél o - 09
B:go |, - of
i T
go 0 | . 5
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4. Folgen und Reihen

4.1 Folgen

4.1.1 Teilfolge:
Unter einer Teilfolge verstent man eine Folge, die durch Wegstreichen von bestimmten Gliedern
aus einer anderen Folge, aber ohne Verénderung der Reihenfolge, aus jener Folge entsteht.

4.1.2 Konvergenz:

Eine Folge oder Reihe konvergiert, wenn die Differenz zwischen einem Folgenglied (bzw. die
Folge der Partialsummen der Reihe) und dem zugehoérigen Grenzwert jeden beliebigen reellen Wert
unterschreiten kann:

la,-a£e U lima, =a

4.1.3 Divergenz:
Eine nicht konvergente Folge (oder Reihe) heil3t divergent. Sie heif3t bestimmt divergent, wenn
gilt:
lima,| =¥
k® ¥

4.1.4 Beschrankte Folgen:

Eine Folge heil3t beschrankt, wenn es eine positive reelle Zahl gibt, die gegentiber dem einzelnen
Absolutbetrag jedes einzelnen Folgengliedes immer grof3er (oder gleich) ist. Sie ist nach unten
beschréankt, wenn der Absolutbetrag [a] = - a ist und nach oben beschrénkt, wenn [a] = a ist. Eine
Vektorfolge heifdt beschrankt, wenn der Betrag der Folgenvektoren beschrankt ist. Dies wiederum
ist der Fall, wenn jede Kompnentenfolge beschrankt ist.

4.1.5 Monotonie:
Wenn alek 1 N sind, kann fur Folgen formuliert werden:
Monoton wachsend: a,,, % a,

Streng monoton wachsend: a, ., > a,
Monoton fallend: a,,, £ a,
Streng monoton fallend: a,,, <a,

4.1.6 Eulersche Zahl:

Die Eulersche Zahl eist der Grenzwert einer Folge:
k

ima, = lim&+12 » 2,71828..

e=| I
k® ¥ kO¥a kg

4.1.7 Konvergenzkriterium von Cauchy:

Satz und Definition: Eine reelle oder komplexe Folge bzw. Vektorfolge ist genau dann
konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist, d.h. es gibt zum e >0 eine Zahl N(e), firr die existiert

la,- a,|£e n,m3 N(e)
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4.1.8 Rekursiv definierte Folgen:
Die Folgenglieder werden mit Hilfe des vorherigen bestimmt, z.B.:

a=1, a,= /an+i, ni N
an

4.1.9 Regeln bel Grenzwertbestimmungen:
Seien gegeben : lima, =a  limb =b Il(ggak:¥ limb, =¥
Darausfolgt : II(l(@rg(ak +b )=a+b
LE@T(ak +b,)=¥
lim(b, +b,) =¥
ilen) =il =c0

i ¥ wennc>0

ng(Cka):Cﬂ@T(bk):%- ¥ wennc<0
lim(a, »b,) = a0
lima, ,) =¥
. om0 _a W LE
lim b b wennb, * 0" k1 [L¥)
om0 o
L!@rggb—'l‘(gzo wennb, 1 0" kT [L¥)

4.1.10 Alternierende Folgen:
Folgen, die mit jedem Folgenglied zwischen positiven und negativen Werten schwanken, heil3en
aternierende Folgen.

Beispie: a, =(- 1)“°

4.2 Unendliche Reihen

Wird einer unendlichen Folge von Zahlen eine Summe zugeordnet, die als Summanden die
Folgenglieder haben, so heif3t diese Summe unendliche Reithe. Werden nur die Folgenglieder bis
zur Stelle k addiert, so spricht man von der k-ten Partialsumme der Reihe. Die Konvergenz,
Divergenz und Monotonie wird definiert wie bei Folgen.

4.2.1 Cauchy-Kriterium fur Reihen:

Es besagt analog zum Cauchy-Kriterium fir Folgen, dal3 es zu jeder Differenz zweier
Partialsummen m und n, welche kleiner alsein e > 0 ist, ein N(e) gibt, firr dasgilt: m3 n3 N(e).
Allgemein muf3 gelten, dal? die Folge der Partialsummen konvergiert.

Beispiel: Die harmonische Reihe é % ist divergent.

Erfillt eine Reihe das Cauchy-Kriterium, so gilt: é a_ konvergent U II(g@rQak =0
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4.2.2 Majoranten- und Minorantenkriterium:
Mit der Reihe § 3. a1 C, |art sich sagen:
4.2.2.1 Die konvergente Reihe § b, b, 1 R, heift Majorantenreihevon § a ,wenn ab

einer bestimmten Stelle N das Rethenglied by sténdig grofier ist als Jay|. Dann ist die Reihe é a
absolut konvergent.

4.2.2.2 Diedivergente Reihe é c., ¢ 1 R, heilt Minorantenreihe von é ‘ak‘ , wenn ab einer

¥
bestimmten Stelle N, das Rethenglied ¢, standig kleiner ist as |a | Dann ist die Reihe é

k=1

A
divergent (die Reihe é a nicht absolut konvergent).

4.2.3 Die geometrische Reihe:
¥
Allgemein lautet sie: § g, qi C

k=0
Bedingung fur Konvergenz: g < 1: Iimg q= 1
PE¥ k=0 1-q
Bedingung fur Divergenz: |g| 3 1: Iggg q“=¥
p

=
1l

0

4.2.4 Das Quotientenkriterium:
Essel § 3., & C einebeliebige Reihe. Esgilt fur diese Reihe:

Fir g = fim e

gilt:

g<ib é a, konvergiert absolut
g>1b é a, divergiert
g=1P keine Aussage Uber das K onvergenzverhalten méglich

4.2.5 Wurzelkriterium:

DieReihe § a. a 1 C ist gegeben.
Fir g :Il(l(@rg,k/|ak| gilt:
g<ib é a, konvergiert absolut
g>1b é a, divergiert

g =1pP keinealgemeine Aussage Uber das Konvergenzverhalten mdglich
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4. Folgen und Reihen

Alle Angaben sind ohne Gewabhr.
Bruno Gnérich, RWTH Aachen

4.2.6 Konvergenzkriterium von Leibniz fir alternierende Reihen:
Ist die Folge der Reihenglieder monoton fallend und deren Grenzwert null, so ist die Reihe
konvergent.

4.2.7 Cauchy-Produkt, Satz von Mertens:
Das Cauchy-Produkt zweier Reihen wird definiert als:

Qo

=
1l

G, Mit C, =agh, +ab,, +..+ab, =g a b, ,
0

k=0

Satz von Mertens. Konvergiert eine Reihe gegen A und eine andere gegen B, so konvergiert ihr
Cauchy-Produkt gegen AB.
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5. Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit

5.0.1 n-dimensionale Funktionen:
Eine Funktion mit n reellwertigen Verénderlichen erzeugt einen Graphen der Dimension n+1.

5.0.2 Dar stellung einer n-dimensionalen Funktion:

f:zes f(z) 2zl Al R
G, ={1 (2T R™[z= (%002, (% 30%, )}

5.1 Grenzwerte

5.1.1 Ubertragungsprinzip fur Grenzwerte von Funktionen:
Der Limes einer Funktion f(x) an der Stelle x, lautet analog zum Grenzwert von Folgen und
Reihen:
lim f(x)=a

x® X,
U fireine > Oexistiert eind (e, x,, ), fir dasgilt :
|f(x)- d|£e falls |x- x,|£d(e,x,)

5.1.2 Linksseitiger Grenzwert, rechtsseitiger Grenzwert:

Man unterscheidet die Grenzwerte, die ermittelt werden, wenn man sich von links oder von
rechts an die Stelle x, nahert, denn bei vielen Funktionen sind sie an bestimmten Stellen
unterschiedlich.

5.1.3 Uneigentlicher Grenzwert:
Als uneigentlichen Grenzwert bezeichnet man den Grenzwert lim f (x) = +¥ .

X® X,

5.1.4 Stetigkeit von Funktionen:
Eine Funktion heil3t stetig in x, wenn ihr rechts- und linksseitiger Grenzwert (und
gegebenenfalls der Funktionswert) bei x, gleich sind.

5.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

5.2.1 Extremwertsatz von Welerstral3:
Gilt fur ein gegebenes Intervall [a,b] fur ein x aus diesem Intervall

F0) € f(x)£ F(x)
f(x,) =sup{ f (x)x1 [a,b]}
f(xl)zinf{f(x)|xi [a,b]}
S0, heifldt x, Minimum von f auf [a,b] und x, Maximum von f auf [a,b].

5.2.2 Monotonie stetiger Funktionen:
Die Monotoniebegriffe werden ebenso definiert wie fir Folgen und Reihen.
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6. Differentialrechnung

6.0.1 Tangente:

Die Tangente einer Funktion f an der Stelle x ist eine Gerade, die die Funktion f an der Stelle x
bertihrt bzw. unter dem Winkel a = 0 schneidet.

6.0.2 Limes des Differenzenquotienten, Ableitung der Funktion f an der Stelle x:

) =tim D0 ) ) )

X=X
6.0.3 Differenzier bar keit:

Die Differenzierbarkeit kann eingeschrankt sein (s. Stetigkeit). Man unterscheidet deshalb
linksseitige und rechtsseitige Differenzierbarkeit.

6.1 Ableitungsregeln

6.1.1 Faktor satz:

(oxf )éx) = cxf ¢x)

6.1.2 Summenregel:

(f +9)gx)= F€x)+ g¢x)

6.1.3 Produktregel:

(f >g)dx) = £ ¢x)xg(x)+ f (x) xg¢x)

g 16000- 1)
g Z(X) 9°(x)

6.1.5 Kettenreg

(g f)x)= g((f( )i €x)

Ist die Ableitung an der Stelle x positiv, so ist die Funktion dort monoton steigend, ist die

Ableitung negativ, so ist sie dort monoton falend. Ist sie null, so liegt ein Extrempunkt oder
Terrassenpunkt vor.

6.2 Ableitungen von reellwertigen Funktionen mehrerer Veranderlicher und
von vektorwertigen Funktionen

6.2.1 Vektorwertige Funktionen und deren Ableitung:

gef( )6
Funktion f :Di—>R™: i( ) ¢ folX ( )
0
@l (x)o
Ableitungi'(x)voni(x): i(X) f (x)

éf

f'(x) ist der Richtungsvektor der Tangente an dle Kurve f im Punkt (X, f(X)).
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6.2.2 Partielle Ableitung einer reellwertigen Funktion f:
Die partielle Ableitung einer Funktion f(x) nach x in x, lautet:

i it _
M= =t

] —
X=X,

Dabel werden aufl3er X alle Veradnderlichen as Konstanten angenommen und entsprechend
behandelt.

6.2.3 Totale Ableitung bei einer Funktion f(x,y,2) im R®:
Geometrisch stellt die totale Ableitung f'(x) in R® die Tangentialebene an f(x) in X, dar.

iy 0 &* 0
EFKS! g? X, 0 g 1 = ¢ N
E, : ¢Y+=¢ Yo —+t9ﬂ 0 : g'ﬂf 1 -
825 8f (Xo’yo)ﬂ gﬂ_(xo’ Yor (Xo YO g §‘H_y X1 Yoo (Xo YO))é
f
& 0 b0 oy gfu%,u%»
¢ e ¢ % 9
bzw. E; : (}- ﬂ—y(Xo, Yo (XO, yo)) x(; g 1y (Xo’yo’ (Xo’ yo)) Yo N
¢ 1 : 8 ¢ 1 j 8f(xo’yo)5
& 2 g 2
6.2.4 Gradient:

Als Gradient der Funktion fin x, wird dieser (transponierte)V ektor a bezeichnet:
a=(grad )(x,) = (V )(x,) = ((x,))"

Hierbei ist V' der Nabla-Operator, der in Kapitel 16.3 ndher beschrieben wird.

Als Gradient oder Gradientenfeld von f bezeichnet man: grad f =M = f; = (f')T

6.2.5 Partielle Ableitung einer vektorwertigen Funktion:
Die partiellen Ableitungen einer solchen Funktion werden nur komponentenweise erklart. Es gilt:
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Die totale Ableitung an einer Stelle x, ergibt eine Matrix. Fir sie gilt:

) Tofe) oo Tofe)?

ﬂxl %, — x, s
Qﬂ Ty Ty
A:ig(l(o):f(l(o):g‘ﬂxi (1(0) ﬂXz.(l(O) | ﬂX (X )

Sof i B T
C'Mm —M(x oo M (x )T
Diesist eine (m,n)-Matrix.

Wird ein weiteres Mal abgeleitet, so entsteht die sogenannte Hessesche Matrix.

Beispiel zu vektorwertigen Funktionen:
Gegeben als Funktion ist das Vektorprodukt. Gesucht ist die erste Ableitung.

@10 39(10 &, X3 - a3x2"
i() a X= (}az— (}Xz—_(}asx1 X; +
85 &p &K~ BXp
®0 -a &9
t)=¢a, 0 -ax
8’ a, a 0 B

6.2.6 Ableitungsregeln fur vektorwertige Funktionen:
Analog zu reellwertigen Funktionen einer Verdnderlichen gelten der Faktorsatz und die

Summenregel.
&1 >g), 0

Die Produktregel fir m= 1: V(f xg)= c; Pz g + f X

A>a), 5
Es handelt sich also um eine (n,1)-Matrix.
Fir welteres zum Nabla-Operator V' siehe Kapitel 16.3 .

Die Kettenregel mit y = f(x,): (Q"i)( o) = gy(f( X, )) Xt (xo)
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7. Potenzreihen und elementare Funktionen

7.1 Exponentialfunktion und Logarithmus

7.1.1 (Komplexe) Exponentialfunktion:
¥ k

Selatet:  exp(2)=8 =

k=0 k!

7.1.2 Reelle Exponentialfunktion:
¥
Sielautet:  exp(x)=e*=gQ
k=0 K!

7.1.3 Umkehrfunktion In(x):
Sie heif}t natiirlicher Logarithmus. €"® = x

7.1.4 Reelle Exponentialfunktion zur Basisa:
Sie lautet: a* ="

7.1.5 Logarithmus zur Basisa:

Er lautet: log, (x) = Tg

7.1.6 Ableitungen von Exponentialfunktionen:

o) -
(2 )¢= a* \n(a)

7.1.7 Ableitungen von L ogarithmusfunktionen:

(n(<))*=

7.1.8 Wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion:
Fura>0gilt:
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7.1.9 Wichtige Eigenschaften der Logarithmusfunktion:
log, (x>y)=log, x+log, y

Ioga(xy)zyﬂogax
1-1£Inx£x-1 alesglltigfira>0,a* 1undx,y>0
X

7.1.10 Die Graphen von ex und In(x):

Exponential- und
L ogarithmus-Funktion

4
s 3

Abbildung 2: Die Graphen von e und In(x)

7.2 Trigonometrische Funktionen

7.2.1 Sinusfunktion:

: _ g (' 1)k 2k+1
n(2)=a (535

7.2.2 Cosinusfunktion:

cos(z) = k'c°:10 (( Zi))! g2
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7.2.3 Wichtige Eigenschaften der Sinus- und Cosinus-Funktionen:

7.2.3.1 Symmetrie:

cos(- z) = cos(z)

sin(- z)=-sin(z)

7.2.3.2 Eulersche Formeln:

sin(z) = %(eiZ - e)

cos(z) = (e +e)
7.2.3.3 Pythagoras. cos?(z)+sin?(z) =1
7.2.3.4 Additionstheoreme:

sin(z+w) = sin(z)> cos(w) + cos(z) >sin(w)
cos(z+w) = cos(z) xcos(w) - sin(z)>sin(w)

7.2.3.5 Periodizitéat:
singez + %E: cos(2)
scze 2o =- sin(z)
sin(z+p) = - sin(2)
cos(z +p)=- os(z)
sin(z+2p) =sin(2)
cos(z+2p) = cos(z)

7.2.3.6 Ableitungen der reellwertigen Funktionen:

sin(x) = cos(x)

cos€x) = - sin(x)
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Alle Angaben sind ohne Gewabhr.
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7.2.4 Die Graphen von sin(x), cos(x), Arcsin(x) und Arccos(x)*:

y = Arcsin(x)

y =sin(x)

p/2 X
-0,5 +

Trigonometrische Funktionen

5o

Abbildung 3: Die Graphen von sin(x), cos(x), Arcsin(x) und Arccos(x)

7.2.5 Reelle Tangensfunktion, reelle Cotangensfunktion:

w2
cot(x) = sn(x)

7.2.5.1 Wichtige Grenzwerte:
lim (tan(x)) = - ¥

xX® - —+
2

N— S|

! Umkenhrfunktionen siehe Kapitel 7.2.7
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Alle Angaben sind ohne Gewabhr.
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7.2.5.2 Periodizitat:

tan8§<+39:- cot(x) x* np
é

2g

cotS+2-9= - tan(x) x12n+1p
e 29 2

7.2.5.3 Additionstheoreme:

tan(x) + tan(y) g1 420+l
1- tan(x)xtan(y)
_ cot(x)>cot(y)- 1

= 1.
cot(x + y) cot(x) N cot(y) yl-x+np

tan(x +y) = p

7.2.5.4 Ableitungen:

L2t
cos?(x) 2

1

sin?(x)

tan((x) =

cot€x) = - X1 np

7.2.6 Die Graphen von tan(x), cot(x), Arctan(x) und Arccot(x)*:

4

y

= cot(x) y =tan(x)

y = Arccot(x)

-p -pl2 p/2

y = Arctan(x)

Tangens- und
Cotangens-Funktionen

4
4

Abbildung 4: Die Graphen von tan(x), cot(x), Arctan(x) und Arccot(x)

! Umkehrfunktionen siehe Kapitel 7.2.7
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7.2.7 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen:

Weil bel trigonometrischen Funktionen immer nur ein Interval von einer halben Periode
eineindeutig ist, werden die Umkehrfunktionen fur einzelne Intervalle definiert. Diese tragen einen
Index n, der besagt, an der wievielten Periode die jeweilige Funktion umgekehrt wurde.

A éz2n-1 2n+1 0
arcsin,, : [ll]®8 5 P IOH
arccos, : [ ll]® [np,(n+1)p]
é2n-1_ 2n+1 q
g2 " 2 'f
arccot,, : [ ¥,¥]® [np,(n+1)p]

arctan, : [- ¥,¥]|®

n = 0 beschreibt die Hauptzweige der Umkehrfunktionen:
arcsin, (x) = Arcsin(x)
arccos, (x) = Arccos(x)
arctan, (x) = Arctan(x)
arccot,, (x) = Arccot(x)

7.2.7.1 Symmetrie-Eigenschaften:
Mit x1 (- ¥,¥) gilt:
arctan, (x) = Arctan(x) + np
arccot, (x) = Arccot(x) + np

7.2.7.2 Ableitungen:
Mitx | [-1,1] gilt:
arcsin_%x) = )
1- x?
. 1
Arcsmf(x) =
1- x°
arccos, (x) = - 1)
1- x?
1
Arccos€x) = -
1- x?
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Mit xi (- ¥,¥) gilt:

1

arctan, (x) = T
_ 1

arccot, {x) = - =

Allgemein |&3 sich Uber diese Umkehrfunktionen sagen, dal3 sie durch Spiegelung der
urspruinglichen Funktion an der Geraden y = x erzeugt werden.

7.3 Hyperbolische Funktionen

7.3.1 Sinus hyperboalicus:
) h(z) B 34 sz+1
Sz} = f’}o (2K +1)

7.3.2 Cosinus hyperbolicus:

Z2k

cosh(z) = ké;m

7.3.3 Schreibweise mit Exponentialfunktionen:
sinh(z):%>(eZ - e?)
cosh(z) = % >(eZ +e Z)
b cosh?(z)- sinh?(z)=1
7.3.4 Symmetrie-Eigenschaften:

sinh(- z) = - sinh(z)
cosh(- z) = cosh(2)
7.3.5 Additionstheor eme:
sinh(z +w) = sinh z>coshw+ sinhw>cosh z

cosh(z + w) = sinh z>xsinh w + cosh z xcoshw

7.3.6 Zusammenhang mit der sin- bzw. cos-Funktion:

7.3.7 Moivresche Formel:
(coshz+sinhz)" = cosh(nz) + sinh(nz)
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7.3.8 Ableitungen:
. (
(sinhz) = coshz
(coshz)*=sinh z
7.3.9 Grenzwerte:

lim sinhx =+¥
X® +¥

lim coshx =¥
X® +¥

7.3.10 Umkehrfunktionen:
7.3.10.1 Area sinus hyperbolicus:

asnh: R® R
0  arsinh(sinhx) = x
sinh(arsinhy) = y

7.3.10.2 Area cosinus hyperbolicus:

arcosh, : [L¥)® [0,¥)
arcosh_ : [L¥)® (- ¥,0]

7.3.10.3 Schreibweise mit natirlichem Logarithmus:

Fur xI Rgilt: arsinhx:In(x+ X% +1

Fur x1 [1,¥)gilt: arcosh, x:In(xi x*-1

7.3.10.4 Ableitungen der Umkehrfunktionen:

: ¢ 1
arsinh x) "=
( ) =
¢ 1 . N
arcosh, X) =———— flrdle x| (L¥
farcosh, )= e )

Alle Angaben sind ohne Gewabhr.
Bruno Gnérich, RWTH Aachen
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Alle Angaben sind ohne Gewahr.
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7.3.11 Die Graphen von sinh(x), cosh(x), arsinh(x) und ar cosh(x):

D

y = Arcosh,(x)

y = Arsinh(x

y = sinh(x)

y = Arcosh(x)

Hyperbolische Sinus-

und Cosinus-Funktionen

a
=}

Abbildung 5: Die Graphen von sinh(x), cosh(x), arsinh(x) und arcosh(x)

7.3.12 Reeller Tangens hyperbolicus und Cotangens hyper bolicus:

tanhx = sinh x
cosh x

cothx = CQShX frxt O
sinh x

7.3.12.1 Additionstheoreme:
tanh x, + tanh x,

tanh(x, + X, ) =
b+ ;) 1+ tanh x, xtanh x,
_ 1+ cothx, xcoth X,

coth(x, + X
(4 +x,) coth x, + coth x,

7.3.12.2 Grenzwerte:

limtanhx =+1
X® +¥
lim cothx = +1
X® +¥
limcothx = +¥
X® 0+

furx, 2 0,x,* 0, +x,* 0
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7.3.12.3 Ableitungen:

1
cosh? x
1
sinh? x

(tanh x)¢ =

(coth x)¢: xt 0

7.3.13 Umkehrfunktionen:
Areatangens hyperbolicus und Area cotangens hyperbolicus:

artanh : ((1L)® R
arcoth:: {x|xT [-11] x1 R}® {xlx1 0,x1 R}

Ferner gilt:
tanh(artanh y) =y fir y1 [-1]]
artanh(tanhx) = x  fir x1 R
coth(arcoth y) =y firyi [-1]]
arcoth(cothx) = x  fiirx* 0

7.3.13.1 Schreibweise mit natiirlichem Logarithmus:

A+X0 . 2
artanh x = Elngﬁa for x1 (' 1,1)

aA+X0 . v
arcothx—EIng,ﬁ;J fur xi (- 12)

7.3.13.2 Ableitungen:
¢ 1 LA

(artanh x) = furxd (- 1)
(arcoth x)¢: . 1 - furxi (- 12)

- X
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7.3.14 Die Graphen von tanh(x), coth(x), artanh(x) und ar coth(x):

oY
9

y = coth(x)

y = tanh(x

,_
x

_3\—&1

==

y = artanh(x)

Hyper baische Tangens-
und Cotangens-Funktionen

Abbildung 6: Die Graphen von tanh(x), coth(x), artanh(x) und arcoth(x)

Seite 43



8. Anwendung der Differentialrechnung e ann et

8. Anwendung der Differentialrechnung

8.1 Der Mittelwertsatz und einfache Anwendungen

8.1.1 Satz von Rolle:

Ist eine stetige Funktion f(x) an den Randern eines Intervalls [a,b] null ( d.h. f()=0 und f(b)=0)
und innerhalb dieses Intervalls differenzierbar, so hat diese Funktion innnerhalb dieses Intervalls
mindestens ein Extremum mit f'(x)=0.

8.1.2 Erster Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
Im Intervall [a,b] sai f(x) stetig und differenzierbar. Dann gibt esin [a,b] mindestens ein x, fur das gilt:

fb)- f(a)_ f )

b-a

8.1.3 Addition einer Konstanten:
Sind die Funktionen f und g differenzierbar im Intervall [a,b] und gilt f'(x) = g'(x) fur alle x dieses
Intervalls, so gibt es eine Konstante C, fur diegilt: f= g+ C.

8.1.4 Regel von |I'Hospital fur den Fall g:
Wenn I(i@m f(x)=1limg(x)=0 undg{(x)? Oist,dann gilt :
X® Xo

X® X

m X ) f‘(X)

W) n o)

8.1.5 Regel von I'Hospital fur den Fall ;:

Wenn lim f(x)= lim g(x)=¥ undg(x)* Oist, dann gilt:
lim ) = lim féx)
= gx) % g§x)

Ggf. betrachtet man - Lg

8.1.6 Grenzwerte anderer Formen:

Grenzwerte der Formen O0x¢, ¥ - ¥ 0° 1¥ und¥° konnen auf die Fale % oder

| K

zurtickgeftihrt werden.

8.2 Taylorformel und Taylorreihe bei Funktionen einer Veranderlichen

Jede Funktion f(x) I&3 durch ein Polynom T.(x), fir das gilt: f(x)=T,(x)+ R, (x). Hierbei ist
R,(X) ein Restglied ist, das den vorhandenen Fehler ausgleicht.
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8.2.1 Taylorformel:
Ist die Funktion f(x) (n+1)-fach differenzierbar, so gilt fur deren Taylorpolynom:

=T, (x,%) Taylorpolynom n-ten Grades

(n

F9= 1)+ £ 1)+ Lho s e L0l s R )

Lagrangesches Restglied

R, (x,%,)= f(:t)g(!)%x %)™ mitx T [x, %]

Beispiel: Taylorformel um x, = O fur die Funktion f(x) = exinnerhalb des Intervalls[- 1,1].

x> x* X 1

e =1+x+—+2+ 2 +(d |d <—
2 6 120 120
x):1+x

2 XS

T2(
T4(x):1+x+x_+_
2 6

a
o)

05T

Exponentialfunktion angenéhert
durch Taylorpolynome

-10 -05 00 05 X

Abbildung 7: Exponentialfunktion angendhert durch Taylor polynome

8.2.2 Taylorreihe, MacL aurin-Reihe:
Ist die Funktion f(x) beliebig oft differenzierbar, so konvergiert deren Taylorreihe, welche
folgendermalien lautet:

f (X) i :io : (k:(EXO) ><X- XO)k

Fur X, = 0 heil%t se MacL aurin-Reihe.
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Beispiel:  Die MacL aurin-Reihenentwicklung der folgenden Funktion f(x):

! k!
n - - cee -k +
gk D) g
k=0
§ @0,
=a K X
k=0eh g
8.3 Kurvendiskussion
Vorgehensweise:
Erstens: Bestimmung des Definitionsbereiches
Zweitens: Bestimmung der Nullstellen (mit der x-Achse)
Drittens: Bestimmung der Unstetigkeitsstellen bzw. der
Grenzwerte der Funktion (falls moglich) an den
Randern des Definitionsbereiches
Viertens: Bestimmung der Ableitung an den Réndern des
Definitionsbereiches
Funftens: Bestimmung des qualitativen Verlaufs des Graphen mit
relativen Extremwerten ( Nullstellenmenge von () )
Sechstens:  Bestimmung der Wendepunkte ( Nullstellenmenge von '(X) )
Siebtens: Bestimmung von Monotonieintervallen ( einheitlich in den
Bereichen zwischen den Nullstellen von f'(x) )
Achtens: Bestimmung von Konvexitéts- und Konkavitétsbereichen
8.3.1 Asymptote:

Eine Asymptote an eine Funktion f(X) ist digienige Gerade g(x) = ax + b, fur die gilt:

lim[f(x)- g(x)]=0

X® +¥

Bestimmung von g(x):

Iimf—x):a
X®+¥ X
lim[f(x)- ax]=b

Die Funktion f(x) hat eine senkrechte Asymptote an der Stelle x,, falls sie dort einen uneigent-
lichen Grenzwert besitzt.
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Beispid: (Graph s. rechts) Asymptoten an die Funktion f(x):

f(x)=2x+%+3 12"
g(x)=2x+3  (schrage Asymptote) ol

X, =0 (senkrechte Asymptote)

8.3.2 Konvexitat, Konkavitat:

8.3.2.1 Konvexitatskriterium: Ist die erste Ableitung f'(x) einer Funktion f(x) in einem
Intervall [a,b] monoton steigend, d.h. die zweite Ableitung
f'(X) > 0, so heil die Funktion f(x) konvex auf [a,b].

8.3.2.2 Konkavitat: Eine Funktion f(x) heif3 konkav auf [a,b], wenn - f(X) dort konvex ist.

Beispid: Graph der Funktion f(x) = sin(x) + 0,5

2

f(x)
relatives Maximum relatives Maximum
15+

Konkaver Bereich

Wendepunkt Wendepunkt

Konkaver
Bereich

05 7 y-Achsenabschnitt

Nulllsielle Nullstelle

p Konvexer Bereich 2p

- 0’5 4+
relatives Minimum

f(x) =sin(x) + 0,5

Abbildung 8: Bezeichnungen am Funktionsgraphen
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8.4 Satz von Taylor fur Funktionen mehrerer Veréanderlicher,
Anwendungen auf Extremwertaufgaben

8.4.1 Taylorsche Reihe fur Funktionen zweier Verénderlicher:
8.4.1.1 Erste Form der Darstellung:

T (x,y)

f(x )= f(ab)+ (x- a)+ TV (),
(x3)=(ab) )\ PR
1192F(x, HIf (x, 12 (x, f
R I T L P
1 X =an) XWY oon=(am Yo lon=en) b
+%{}++%{}+Rn
8.4.1.2 Zweite Form der Darstellung:
2
1 & l
f(x+h, +k—fx —+—kfx — h+—k—fx
(x+hy y)+ g y)+ 1 vUEL: (x,y)+
l aeﬂ l
+—g—h+—kz f(x +—kz fixy)+
i ﬂyg(y) " ﬂfa(y)R“
8.4.1.3 Das Restglied lautet:
n+1
_ 1,0
R“_(n+1)! ﬂxh+‘ﬂykg f(x+Qh,y+Qk) (0<Q<1)
8.4.2 Taylorsche Reihe fir Funktionen von m Ver&nderlichen:
Die Darstellung erfolgt analog mit Differential operatoren.
8.4.2.1 Taylor-Reihe:
FO o+ R+ 1y X+ R ) = £ (%000 %) +
eI 1.0
—c—h+—h+...+—h = f(x,%,..., +
A b g T (% % e %)
Rn
8.4.2.2 Restglied:
n+l
Gl l T ,0
=—6&—h+—h+..+—h = f , h,,..., h
Rn (n+1)!gﬂx1hl+ﬂxz 2+ +1-[Xm mB (X1+Q1hl X2+Q2 2 Xm-'-(:.)m m)
0<Q <1)

8.4.3 Relative und absolute Extrema:

8.4.3.1 Eine Funktion f besitzt im Punkt x, ein strenges relatives Maximum, wenn die
Funktionswerte der Punkte des nachsten Umkreises (d > 0) um f(x,) vom Betrag kleiner sind a's
f(xo)- Bei relativen Maxima ist die Gleichheit der Funktionswerte zugelassen. f(x,) ist ein
entsprechendes Minimum, wenn - f(x,) ein entsprechendes Maximum ist.

8.4.3.2 Eine Funktion f besitzt im Punkt X, ein strenges absolutes Maximum, wenn die
Funktionswerte aller anderen Punkte im Definitionsbereich von f vom Betrag kleiner sind a's f(x;).
Bei absoluten Maxima ist die Gleichheit der Funktionswerte zugelassen. f(x,) ist ein
entsprechendes Minimum, wenn - f(x,) ein entsprechendes Maximum ist.

Seite 48



Alle Angaben sind ohne Gewahr.

8. Anwendung der Differentialrechnung b e s e Sl

8.4.3.3 Ein Sattel punkt liegt vor, wenn eine Funktion f an der Stelle x, zwar nur Ableitungen
vom Betrag Null hat, die obenstehenden Bedingungen aber nicht erflllt sind.

Beispiel: Der Punkt (0,0) der folgenden Funktion ist ein Sattel punk.
f(xy)=x*-y?
f,=2x, f,=-2y, f,(00)=1,(00)=0

8.4.4 Hinreichende Bedingung fur strengerelative Extrema:
Eine Funktion f sei im Intervall | =(a,b)" (c,d) 2-fach differenzierbar und bilde R? auf R ab.

Essei der Vektor (x,,y,)1 |.

8.4.4.1 Srenge relative Maxima:
Wennnun f, (%, ¥o) = f, (%, ¥o) =0 und . (x5, ¥o) xf,y (%, o) - f2 (%1 o) > O wehrend

fy (X0, Yo) < O ist, dann liegt in (xo,yo) €in strenges relatives Maximum vor.

8.4.4.2 Strenge relative Minima:
Wenn nun £, (x,, o) = f, (%, ¥o) =0 und £, (%, o) xf,, (%, ¥o) - 5%, ¥s) > 0 wéhrend
fyy(xo, yo) >0 ist, dann liegt in (X,,Y,) €in strenges relatives Minimum vor.

8.4.5 Satz Uber implizite Funktionen:
Esseinmi N mitn>mund R"=R"™" R™ :{(Z,XXZT R™™,y

%5,y )i D, esgelteferner:

T

R"}, DI R" offen,

1) F:D® R" ist k-fach stetig partiell differenzierbar,
2.) E(XO,XO):Q und

3) D,E(X,,y, ) ist nichtsingular, der Betrag der Determinante der Ableitungmetrix also ungleich Null.

Dann gibt es eine offene Umgebung U T R™™ von x, und eine offene Umgebung VI R™ vony,
mit U” VI D und esexistiert eine k-fach partiell differenzierbare implizite Funktion f:uev.

Sie hat folgende Eigenschaften:
8 F(xy)=00 y=f(x), furalexi Uundfiraleyl v

Insbesondere: y = f(x,).

b) DzE()—(’i(l())"' DXEQ(,L(Z))XDL(X) =0, furallexl U
Insbesondere: Di(g(o) =- lDXE(l(o’XO)]_l xDxE(l(o’Xo)-

Angewendet werden kann dieser Satz beispielsweise auf nichtlineare Gleichungssysteme, deren
Variablen in Abhangigkeit einer anderen dargestellt werden sollen.

Seite 49



8. Anwendung der Differentialrechnung

Alle Angaben sind ohne Gewahr.
Bruno Gnérich, R! achen

Beispidl:

Gegeben ist das folgende nichtlinare Gleichungssystem:
i e osly)sin(z)+y? =0
% 2x mos(y22)+ sin(y + x2) =0

Geschrieben im Format nach dem Satz Uber impliziten Funktionen:
X, Y, & + 0

s i Awrd
F(x Y, 2) 2x>cos(y z)+ sm(y+x )g

Esist F(0,0,0)=0.
Gesucht sind nun y(x) und z(x).

Die Voraussetzungen 1.) bis 3.) sind erfillt. Esist
@ O &le I:1y Flz O
gDF2 5 &F Fy Fog

2y 22@

_@ e xcody)xsin(z) - esin(y)sin(z) + 2y e* xcos(y) xcos(z) 6
- 2>C05(y22)+ cos(y+ x2)>Qx 2x><(— sin(yzz))><2yz+cos(y+ xz) 2x><(— sin(yzz))xyzfz,
® 0 1o

DFE

b DF(0,0,0)=

Aus den Betragen der jewelligen Determinanten wird sofort ersichtlich, daf3 nach y(x) und z(x)

sowie nach x(y) und z(y) aufgel0st werden kann. Dagegen ist fur die Aufldsung nach x(2) und y(2)
die Anwendung des Satzes Uber Implizite Funktionen fur die nicht moglich.

8.4.6 Die Lagrangesche Multiplikatorregel:

8.4.6.1 Esseien die Funktionen f,g:R"® R stetig partiell differenzierbar. Ferner liege an der
Stelle x0 ein relatives Extremum von f eingeschrankt auf die Menge {l(T [R”|g(1() = O} vor.

AuRerdem gelte Dg()_(o)l 0. Danngibtesein | T R mit Df ()_(0):I ><Dg(z<°).

8.4.6.2 Lagrangesche Funktion L: (_)= f ) ( )

—h

X
8.4.6.3 Lagrangescher Multiplikator | : al )
x°

%
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Beispidl:

Gesucht werden die Scheitel punkte der Ellipse gegeben durch x* + xy +y? - 3=0.

Formuliert man die Aufgabenstellung geméal’ der Lagrangeschen Multiplikatorregel um, so ergibt
sich f(x,y)=x2+y? (Kreisgleichung) unter der Bedingung, da3 g(x,y)= x +xy+y?- 3=0.

Die entsprechende L agrangesche Funktion lautet dann:

DL(x,y)=00 D[f(xy)- I >g(xy)|=0
i -1 xg, =2x- 1 §2x+y)=0
0

}fy-l xg, =2y- | ><(2y+x):

Mit | = 2 , 2X+ytO0
2x+y
Daraus folgt dann
X=zy
i3y*-3=0
P gltyy)=y*xy*+y*-3=
glxy,y)=y’ £y’ +y e a-0
P y,=%1
Yse =43
Extremstellen :

@) (1) (B3 (B

8.5 Fehler- und Ausgleichungsrechnung

Physikalisch ermittelte (gemessene) Zusammenhange und deren entsprechend beschreibende
Funktion stimmen nie genau tberein. Es bleibt immer eine Differenz zwischen der Folge der gemes-
senen Werte und der eigentlichen Funktion. Man kann diese Funktion den gemessenen Werten
anpassen, indem sie so zwischen die Folge der Mel3werte gelegt wird, dal’ die Summe der Quadrate
der jeweiligen Differenz minimal wird.

Geht man aus von der Funktion
f: R"™M®R

(x.a,a,,....a,)~ f(xa,a,,...a,)

bei der a, Parameter sind, die bei einer Vorgabe von k MeRpunkten (x,, v, ), (%5, ¥, )+, (X, Vi)
so bestimmt werden sollen, dal3 die quadratische Fehler-Funktion F: R"® R definiert durch
k
Flama) =8 - f(can..a)

i=1
in (afa,?) ein Minimum hat. Im linearen Fall bestimmt man anhand der Mef3punkte die
Ausgleichsgerade f(x,a,b) = ax + b.
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8.5.1 Das Fehlerfortpflanzungsgesetz:

8.5.1.1 Systematische Fehler entstehen durch mefdtechnische Méngel und kénnen nur durch
Verbesserung der jeweiligen Mef3apparatur minimiert werden.

8.5.1.2 Satistische Fehler sind auf Mef3ungenauigkeit beeintrachtigende Vorkommnisse
zurtickzufuhren, wie beispielsweise Ablesefehler, Luftfeuchtigkeit,... Verbessert werden
sie durch haufige Wiederholung derselben Messung.

8.5.2 Arithmetischer Mittelwert, Streuung:

Fur sie gilt:

Arithmetischer Mittelwert: Q:Eé X,
n<

(- xf |

Qos

Streuung: s=

R

i=1
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9. Integralrechnung

9.1 Definition der Stammfunktion

9.1.1 Stammfunktion F(x) einer Funktion f(x):

Es gilt Folgendes:
F(x)= of (x) xdx
bzw. F&x)= f(x)

b
Wenn eine solche Funktion F(x) existiert, so heil3t f(x) integrierbar und Cf (x)>dx das

(bestimmte) Riemann - Integral von f in den Grenzen x; = a (untere Grenze) und x, = b (obere
Grenze).

9.1.2 Hauptsatz der Differential- und I ntegralrechnung:

Eineim Intervall [a,b] stetige Funktion f(x) mit der Stammfunktion F(x) schlief mit der x-Achse
b
die Flache )f (x)xdx = F(b)- F(a) ein.

9.2 Eigenschaften und Anwendungen von Integralen
9.2.1 Bogenlange einer Raumkurve K im Intervall [a,b]:

Fur sie gilt allgemein:

()= G 107 + 107 + 25 = §

i(x)‘ xax

Der letzte Term gilt auch fur Kurvenim R".
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9.2.2 Wichtige Eigenschaften von Riemann-Integralen:

Z‘)f(x)de:O
df x)+ g(x ]><dx Of() X+Z‘ﬂ(X)>‘dX

(‘g xf (x)xdx =g x(‘)f (x) xdx

b c b

Of (x)xax = ) (x)xdx + )f (x)xdx ~ mitci [a,b]
. : °

Of (x)>adx| £ ¢Jf (x)| <

9.3 Integrationsmethoden

Prinzip: Im Allgemeinen eine Umformung und Rickfiihung von Integralen auf
Grundintegrale.

9.3.1 Addition der Null:

X Cd4xA -1 L1 _
Be|§9|e| OHTXdX—OWXdX—d.XdX- OJ?de—X' arctan x

9.3.2 Die Ableitung der Funktion tritt im Integranden auf:

n+l

1. Beispiel: f " xf &dx = 1 -1 und rational
n
(
2. Beispiel: (‘)ff—>dx:In|f| fur Intervallemit f 0

. (
Sanh xax = ssinhx o .(cosh x)

xdx = Injcosh X = Incosh x
cosh x cosh x
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9.3.3 Die Substitutionsmethode:

b a(b)
Allgemeingilt:  ¢f (9(x))xg€x)xdx = f (y)>dy

1. Beispid:
1 a(x) g1)
N : I 1 @m_ 1
x+2)>sin(x? +4x- 6)xix == x cgin y >y = - E>«:osy|z(0) =- E[cos(- 1)- cos- 6)]
0 gdx) f(a(x)) 9(0)
2. Beispid:
99(x) b
b b A 2 ,
v 1 2 1 < . abo A0
XX = )= xdy =arcsiny|z = arcsing—=- arcsing—-+
04 703 O U T

9.3.4 Partielle Integration:
b b
Alligemeingilt:  Of &xgxax = f xg| - Bf xgbalx

4 4 4
1. Beispiel: (Jnx>dx = (JrAnxxdx = x:dn X - O xax = (xIn x- x), =8x4n2- 3
X
1 1

2. Beispidl:
P 1 . S L .
= cyposax>xcosbxxdx = —=>sinax>cosbx| - — gginax>sinbx>dx
I (‘): bx>d " b 3 (‘g bx>d
-p -p -p
1. P pé 1 .. F b~ u
:—>smax>cosb><4 - — @& —xosax»sin b><‘ +— O:osax>cosbx>dxu
a p aga -p - g
p p
U I?- b—zgzixsnaxx:osbx -%x:osaxxsinbx
a‘g a L, a o
Fura,bT N gilt:
P 0 fdlsalhb
(yosax>cosbx>dx !
i Ip falsa =b
P 0 falsalhb
cpnax>smbx>dx !
,p falsa =b

-p

C‘Fi nax>cosbx>dx =0

-p

Hieraus folgt dann: 1 = 0.
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9.3.5 Integration rationaler Funktionen (Partialbruchzerlegung):

b
9.35.1 Integrale der Form OQE_ngX mit Grad(P) > Grad(Q) werden mit Hilfe von
Polynomdivision vereinfacht und - wenn kein Rest bleibt - sofort integriert. Andernfalls bendtigt
man die Methode der Partialbruchzerlegung.

P(x
X

b
9.3.5.2 Bel der Betrachtung von Integralen der Form (\)C% xdx mit Grad (R) < Grad(Q) kommt
~ QX

der Fundamentalsatz der Algebra zur Anwendung (s. S. 3; 1.8). Dabei wird Q(x) in Faktoren reeller
Nullstellen und ggf. Polynome der nicht-reellen Nullstellen zerlegt.

Q(x) = a, +ax+a,x* +...+a,x" =Cxx- z)x{x- z,)x..{x- z,)
Nicht-reelle Nullstellen treten als (x- zj)x(x- z_J): (xz - 2x>Rez, +|Zj|2) auf.

Im weiteren Lésungsverlauf werden auch die Vielfachheiten k, der reellen Nullstellen x, und die
Vielfachheiten |, der nicht-reellen Nullstellen z berlicksichtigt.

Die Partialbruchzerlegung von g ist dann eindeutig bestimmt durch:

Ro A, A +,_,+—'A&kl +
Q x-x (x-x) T (x-x)
PP P P

X=X (X' X2)2 (X' Xz)k2

X=X, (X_ Xn)2 (X_ Xn)kn
+ 2811X+Cll + B,x+Cp L+ By x+Cy, 4
X*+bx+g,  (x?+b,x+g,) (x+bx+g,)

B, x+C, + B.,x+C,, - By, X +C,,
X2+th+gt (X2+th+gt)2 ()(2-"btx"'gt)lt

Es gibt dann die Moglichkelt, fur die Losung einen Koeffizientenvergleich mit der
urspruinglichen Funktion durchzufiihren, indem man beide Seiten der obenstehenden Gleichung mit
Q(X) multipliziert und das dann aus der Gleichheit der Koeffizienten erhaltene lineare
Gleichungssystem nach den unbekannten Koeffizienten auflst und integriert.

Eine andere Mdglichkeit ist das ,Zuhalte-Verfahren® (Zitat eines Mathematikers) zur
Bestimmung eines Koeffizienten A, In Gedanken wird die Gleichung auf beiden Seiten mit
Nenner des Bruchs bei A, erweitert und die Nullstelle x, des urspriinglichen Integranden eingesetzt.
Fir die Bestimmung der anderen Koeffizienten wird dieses Verfahren wiederholt, unter Umsténden
muf3 man die dann vorliegende Gleichung mit Polynomdivision vereinfachen, bevor man fortfahrt.
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Beispiel:  Gesucht ist das unbestimmite Integral der folgenden Funktion:

£ ):x5+3x4+5x3+8x2+4x+3:Ax+B+Cx+D ., E  _F
(x2+1)2><(x2+2x+1) X*+1 (x2+1)2 x+1 (x+1f
R

~{xf

Zuhalte-Verfahren zur Bestimmung von F: Mit (x +1)° multiplizieren und dann x =- 1
einsetzen:

Ax+B Cx+D E
X+l (x2+1f  x+1

1
=f -
0 o
_X°+3x* +5x° +8x% +4x+3- (x2 +1)2

T ey

(L(‘jsung F= 1) p

( Payramvison’
XX +HAXE +2x+ 2
o (e1fxe)
( b Vertavenfir € lifene=1)

Ax+B 4 Cx+D

x> +1 (x2 +1)2
X3 +HAxE+2x+2 1
o feef(e)  xe

( Vereinfachung und Polynomdivision )

XA+ x+1
- 2
b +1)
( Koeffizientenvergleich liefert A:O.B:LC:LD:O)
. 1 X 1 1
Lésung: f(x)= + +———+

X+l (x2+1)2 x+1 (x+1)?

Fur das Integral ergibt sich dann Folgendes:
> 1 X 1 1 U

é
AF (x)xadx = op '
Of (x)ax Oﬂéx2+1+(x2+1)2+x+1+(x+1)25>qOIX
:arctanx-lxzi+ln|x+ L
2 x°+1 x+1
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9.3.6 Integration rationaler Funktionen von sin und cos:
Zunéchst wird substituiert:

y:tange(—g IDsinx:2><L2
e2g 1+y
2
cosle_y
1+ y?
dx = 22>dy
1+y

Danach wird integriert, ggf. muf3 noch eine Partia bruchzerlegung durchgeftihrt werden.

9.3.7 Integration rationaler Funktionen von sinh und cosh:

Substitution:
y:tanhge(—g p sinhx:2><L2
e2g 1l-y
2
coshx = 1+ y2
1-y
dx = 5 xdy

9.3.8 Integration von Potenzreihen:

o oo Al e ol %

9.3.9 Rotationskor per:

Fur das Volumen V eines um die x-Achse rotationssymmetrischen Korpers mit f(x) als Funktion
der Berandung gilt im Intervall [a,b]:

V=p xé[f (x)]? »ax

9.4 Integrale bei Funktionen mehrerer Veranderlicher

9.4.1 Zweidimensionale I ntegrale:
Das Volumen V zwischen der Funktion f(x,y) und der x-y-Ebeneim Bereich x” y® [a,b]” [c,d]
betragt:

o o 2 0
V= mf (x, y)xdA = f (x, y)xdx xdy = cgof (x,y) >dy X
A xey

A 2

Beispiel: Gesucht ist das Volumen des Tetraeders, dessen Ecken in (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0) und
(0,0,c) sind. Die Gleichung der entsprechenden Ebene liefert den gesuchten Inhalt:
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x=a 2/:'3?_2% . g x=a p . 5 s y=b§b§g
A\ \ \ X N X
V = f(X,y)XdA: Oé Cﬁ-—-igmyﬂxdx: Ongi- _Qxy_y_, xax
A x=0 é y=0 e a b 4] l:l x=0 @ a 4] 2b -0
€ i g
bc ee 5(‘_)‘2 abc
2 6 ag 6

9.4.2 Dreidimensionale Integrale:
Analog zu zweidimensionalen Integralen gilt:

€ é g U
1= &g (x v, 2)xdx >y xdz = Qe (%, v, 2) xdzg>ayxax
o-lx v 7 By E 0 g

Beispiel:  Gesucht ist das Volumen V einer (zentrosymmetrischen) Kugel mit Radius R.
X2+y2+22:R2p2: R2'X2'y2
Es gilt gemal3 der obenstehenden Gleichung:

1 Réx/Rz-xzﬁRz-Xz-yz'_O. u

V= ¢ oz Ddyldx
& g o g . H
RE/R2- X2 u
= O VR - x*- y? sdylsdx
0f o H
RE/R2-x2 u
= O a2~ y? rdylioex (Substitution: R? - x2 = a?)
0f o H
€ o u
= Cg- a’(sin’u >duH>dx (Substitution : y = a>cosu, dy = - a>sinu>du)
8 3 H
R . <
- (‘gﬂ >(R2 -2 )9>dx (Resubstitution)
84 i
_Rp
6
4pR°

Das Kugelvolumen betrégt dann V = 3
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9.4.3 Masse m und Schwer punkt eines Kor pers:
Fur sie gilt:
m= C\!‘I\f (x, Y, z)><d(x, Y, z)
[xy 2
X = @d(x y.z)
[xy 7
Y= ayd(xy.2)
[xy 2

z.= qypdxy.2)

[xy 2]
9.5 Uneigentliche Integrale
9.5.1 Konvergentes uneigentliches I ntegral:
1. Bedingung: Fir alle reellen a,b aus dem Definitionsbereich (a,b) [z.B. (- ¥,¥)] der

gegebenen Funktion fist f integrierbar.
2. Bedingung: Es gibt ein c aus (a,b), so dal3 folgende Integrale existieren:

c y
I, = (I@lgj Of >dx I2=I(érbr_1 Of xdx
y®-¥)y y®¥)C
c y
UneigentlichesIntegral: | =1,+1, = J@im Of xdx+ I(érhp Of xdx
y®a-+¥)y y®¥)c

9.5.2 Vergleichskriterium fur uneigentliche Integrale:

b b
9.5.2.1 Konvergiert ¢ (x)>dx undist |f (x) £ g(x), so konvergiert auch ¢yf (x)xdx.
b b

9.5.2.2 Divergiert ¢p(x)>dx, wahrend 0 £ g(x) £ f(x) ist, so divergiert auch ¢yf (x)>dx.

a

9.5.3 Integralkriterium:

Ist die Funktion f(x): [n,,¥)® R monoton fallend und gilt standig f(x)3 0, so kann man
sagen:

¥ ¥
Eskonvergiert § f(n), wenn ¢)f (x)>xdx konvergiert.

n=n, o
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9.6 Parameterabhéngige Integrale

9.6.1 Stetigkeit von Parameterintegralen:
Das folgende Parameterintegral ist im Definitionsbereich von f(xt) stetig:

y (t)
F(t) = of (x,t)xdx
i (1)
9.6.2 Leibniz-Regel:
Ist im Parameterintegral auch f (x t) stetig, dann gilt fur die Ableitung F'(t):

Fat)= of (xt)>x+ £y (£)t)y &) £ (t)t)5 &)

i)

9.7 Integration durch Reihenentwicklung, spezielle nichtelementare
Funktionen

9.7.1 Die Gammafunktion Gx) oder das Eulersches Integral zweiter Gattung:
Als Gammafunktion wird folgendes uneigentliche Integral definiert:
¥
Glx) = gt x>0
0

n* <!

O (x+k)

k=0

=lim—
n® ¥

Die Gammafunktion hat folgende Eigenschaften:
G(x+1)=x G(x)
Ax)dL- x)= pr n(px)
C—é?] 1¢ o (Zn)!x/_

& 2g n®

cn+1)=
L etztere Eigenschaft erlaubt die Erweiterung des Begriffs der Fakultét auf beliebige reelle
Zahlen:
p(x)=x=Gx+1)
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9.7.2 Eulersche Konstante C:
Sewird definiertalss ~ C=- (Se't Ant >dt = 0,577215665

9.7.3 Integralsinus:

) : : xsint p xsint ¥ (-1"m
Furx|< ¥ gilt: Si(x)=—Xdt==-—>xdt=
M<¥g X)=Q 2 Q¢ A on+1){2n+1)!

9.7.4 Integralcosinus:

y . ¥ cost x1- cost $ (- 1) x>
FirO<x< ¥ dilt: Ci A——xdt =C +Inx- xdt =C+Inx+3 L —

J X)=q t 0 6_11 2nx2n)

9.7.5 Integralexponentialfunktion:

Fir- ¥ <x<0und0<x< ¥ gilt: Ei(x) = Q ><dt—C+In|x|+a

e N
Ist 0 <x< ¥, so spricht man vom Cauchyschen Hauptwert.

9.7.6 Integrallogarithmus:
FurO<x<lund 1<x<¥ gilt: Li(x)= Q%—C+In|lnx|+a (In:]) = Ei(lnx)

Ist 1 <x< ¥, so spricht man vom Cauchyschen Hauptwert.

9.7.7 Gaul?¥' sches Fehlerintegral:
2 & (- 1)

Fur x| < ¥ gilt:  ef(x)=F ( 2><x):T><Q et ><dt:\/5xa

< nb2n+1)

Eigenschaften:
limerf (x) =

@Xerf (t) >t = x xerf (x)+%p><(e‘x2 - 1)

derf(x)_. 2 o2
9ebj (9= 2o
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10. Tensoren, Quadratische Formen

10.0 Allgemeine Grundlagen

10.0.1 Linearitatseigenschaft einer Abbildung:
Gegeben seien V" als ein n-dimensionaler Raum sowie die Abbildung A: V"® V".
A heil3t lineare Abbildung, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

Ala+b)= Ala)+ Alb) a,bl V"

Al xa)=1 xA(a) TR, al V"

10.0.2 Eigenwerte und Eigenvektoren:
Allgemeine Definition siehe Kapitel 3.3.

Beispiel:  Gesucht werden die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A:

a3 0 -1o
A=¢1l 4 -1
&1 0 34
3-1 0 -1
det(A-1 xE)=| 1 4-1 -1|=-1°+101%-32 +32=0
-1 0 3-I

1,=2, 1,=1,=4
Die Eigenvektoren werden dann nach bekanntem Prinzip berechnet:

o0 0 = 10
rllzclx(}'lf rlzzcz&;‘lf rlszcsx(}of
&1 &5 &1

Es sal bemerkt, dal3 die Eigenvektoren einer Matrix eine Orthogonalbasis darstellen, falls die
Matrix symmetrisch ist. Es gilt dann:
Vs =V7 Y,

2. Beispiel: Eigenvektoren as Orthogonalbasis zur folgenden Matrix A

&3 0 -10

A=¢0 0 0-

&1 0 34

O det(A- 1E)=-1 x3- 1)+l =0
01,=0 1,=2 1,=4

T S .
vi=¢ls vV, =—=¢0+ V3=V, vV, =—=¢ 0=
05 e e

Bei der Aufstellung einer solchen Basisist allerdings darauf zu achten, da3| ; <1, <| ;ist.
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10.1 Tensoren, Koordinatendarstellungen

10.1.1 Geometrischer Tensor:

Als erste Etappe zur Definition allgemeiner Tensoren werden an dieser Stelle Tensoren als
geometrische Objekte eingeftihrt. Gilt beispielsweise fur die Verzerrung f der vier Punkte P, Q, R, S

eines Parallelogramms die V orschrift

180+ PRI= 1809+ &R
PRTPRE= PR e

><® 9: X ®_
f? PQI.J | fg‘PQ

2

so spricht man bei f von einem geometrischen Tensor 2. Stufe.

2

10.1.2 Tensor:
Ist eine allgemeine Abbildung A aus V" linear, so spricht man von einem Tensor 2. Stufe.
10.1.3 Vektor produkt:
Vektor al V3 fest:
&0 8,0 &0 -a, a, o
_ S -G
Ap)=a N=¢+ g,+=¢ & 0 - & =g
833% %‘35 8‘ a, a 0 B%q

10.1.4 Proj ektionstensor:

Der Vektor b1 V" sei fest. Dann ist die Projektionsabbildung ein Tensor:

Projektionsabbildung:  P(x) = Proj, x = xb,

o~

KoordinatendarstellungvonP: P, = P(e ), =

10.1.5 Dyadisches Produkt zweier Vektoren:

Die Vektoren u,vi V" seien fest. Dann ist folgende Abbildung D ein Tensor:

D(w) = D, (w) = ux{v>w) wi V"
Koordinatendarstellung:  d, =D(e )>e, =u, »,
ahv, UV, - UanQ
R T A Uan%:u
¢ o +=U
S uy, U

10.1.6 Spiegelungstensor :

Es sei der Vektor ul V" mit [lul=1. Dann stellt S, =1- 2D, (x) (siehe oben) eine Spiegelung

an der Ebene E: u>x =0 dar. S, heil3t Spiegelungstensor.
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Die Koordinatendarstellung dieser Spiegelung lautet:

8&- 2uf  uu, ouu, 0

1- 202 - -

S =E- 20" guu 2, Uyl :
(é u,u, u,u, 1- 2U§5

Esfolgt daraus:

1. §, ist eine symmetrische Matrix.
2. §, ist orthogonal.

3. istzusichselbstinvers: § = E

10.1.7 Drehtensor (Drehungim Raum R® um eine feste Drehachse):

Essei der Vektor at 01 V3, (Voraussetzung: |[a]l=1).

Die Drehung D,( ) aler Vektoren um den Winkel | gegen den Uhrzeigersinn um eine
Drehachse der Richtung a ist ein Tensor. Es gilt:

aé 0 06 aea1 aa, 33,0 geo - &, 0
Dg(j ) Ccosj ><@O 1 0+ +(1 Ccosj )>«;a2a1 a: a,a,++snj X 3, 0 - aié
80 0 1ﬂ gaaa1 a3, ae% ; 8‘ a, a 0 B

Die Determinante det(D) eines Drehtensors betragt immer +1.

10.1.8 Eulersche Drehmatrizen:

Die drei Spezidfédle der allgemeinen Dretensoren ergeben sich durch Einsetzen der drei
Basisvektoren e, e, und e; fur a. Es enstehen dabei Drehtensoren um die drei Achsen des
K oordinatensystems.

38051 - sinj 09

Drehung um die e,-Achse (z-Achse): E,()=D.( )= gSIﬂj cosj 0=

&0 0 15

a&cosj 0 sinj
Drehung um die e,-Achse (y-Achse): Ez(i ): Dgz(i ):g 0 1 0
& sinj 0 cosj

Q- - 1o

ﬁ. 0 0
Drehung um die e,-Achse (x-Achse): E()=D.( )= gO cosj - sinj
&0 sinj  cosj

Ql I O

10.1.9 Verkettung der Eulerschen Drehmatrizen:
Ist D eine Drehmatrix, dann gibt es drei Winkel a, b, g, so dal3 Folgendes gilt:

D = E,(a)xE,(b)*E,(9)
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Allgemein ausgedriickt lautet diese Drehmatrix so:
D=E@)E/(b)E)

ada o0 O Qecosb 0O sinbg aeosg -sing 06
= go cosa - sina -><g 0 1 0 =xsing cosg O
% sina cosa z & sinb 0 cosbz & O 0 1

a80SQ xcosa - Sing xsina xcosb - sing xcosa - cosg »sina xcosb  sina>xsinb ¢
= ¢C0sg >sina - sing xcosa Xcosb - sing>sina - cosg xcosa xcosb - cosa >sinb =
& sing>sinb cosgxsinb cosb

10.1.10 Beispiele fir Tensoren in Physik und Technik:

Dielektrischer Tensor, Polarisationstensor, Tragheitstensor, Deformationstensor, Spannungs-
tensor,...

10.1.11 Koor dinatendar stellung der Translation von Vektoren:
Essei der Vektor al V? ein fester Vektor. Dann ist die Abbildung T: x> x- a, x1VZ3eine
Translation (kein Tensor). Ist nun T die Koordinatendarstellung eines Tensors in der Basis (e, &,

€;) und T' die Koordinatendarstellung desselben Tensors in der Basis (g, &, &), so gilt T =T
Diesliegt an der Invarianz der Basisvektoren bei Translation.

10.1.12 Orthogonale Transfor mationen:
Es sei P eine orthogonale Transformation des R®. Aus dem Basisvektor € wird damit der
Basisvektor g
P:(ene,.8)m (08, 8)
gj =P >§j
Das entstehende K oordinatensystem ist wieder orthogonal. Es gilt des weiteren:
P'P=E b Png': PTng =g,
Wenn det(P) = +1 (d.h. Drehung), dannist (¢,', &', &;') wieder ein Rechtssystem.

10.1.12.1 Transformationsverhalten eines Vektors:
Der Vektor a bezlglich der urspringlichen Basis (e, ,, €;) wird nach der Transformation P zu
a=Poa
~ 8
Ua'= Ia_l ap;
Hierbei ist p; eine Komponente der Transformationmatrix P.

10.1.12.2 Transformationsverhalten von Tensoren:

Ist T ein Tensor mit den Matrixkomponenten t; und P eine orthogonale Transformation des R®
(siehe oben), ergibt sich Folgendes:

MatrixkomponentevonT": tn':T(gi ')><(_aj'= a é_ Py Pyt

3
o
ji
k=1 1=1

Matrix T T'=PHT>P=P :T>P

Erzeugt der Basiswechsel nicht-orthogonale Basisvektoren, so werden die Transformations-
formeln , etwas‘ komplizierter. ;-)
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10.2 Das Normalformenproblem von Bilinearformen

10.2.1 Hyperflache 2. Grades oder Quadrik:
Man definiert folgende Funktion Q(x): R"—R:

Q(l():ééaikxixk"'zxé b, +¢ aik’bk’CT R
i=1 k=1 k=1
=X Ax+2b" x+c

Die hier auftretende Matrix A mufd symmetrisch sein.

®
Die Menge der Punkte P mit OP = x = (x,,X,,...,X,)" , welche die Gleichung Q(x)=0 erfiillt,
heil3t Hyperflache 2. Grades oder eine Quadrik im R".
Beispid:
36X, - 24x X, + 29%Z + 96X, - 22X, - 115=0
_@36 120 | 12960

80 207 2ToEp TR

10.2.2 Mittelpunkt einer Quadrik:
Betrachtet man die Tranglation x = X' + p der Quadrik um p, so gilt:

Qlx+p)=x" Ax+2(p" A+b Jx+Q(p)
Ist nun die Gleichung Ap = - b |6sbar, so besitzt Q(x) ein Zentrum, fur das gilt:

Z :{E|A£):- b} = {m}

(fallsein-
devtig 1t5shar)

m heifl Mittelpunkt der Quadrik.

10.2.3 Normalform einer Quadrik:
Mit Hilfe geeigneter Koordinatentransformationen a3t sich jede Quadrik auf eine der beiden
folgenden Normalformen bringen:

1LFal:  Z A& |y +l,y2+...+1 y>+g=0
mit  r = Rang(A),
| .1,,1,,...,], Eigenwerte von A, die ungleich Null sind.

2.Fal:  Z=/& |y +l,yi+. .+ y +2gxy =0
mit  r =Rang(A) <n,
g>0,
|, T R\{O} furi=1,..,r

Seite 67



10. Tensoren, Quadratische Formen

Alle Angaben sind ohne Gewahr.
Bruno Gnérich, RWTH Aachen

10.2.4 Allgemeine Vor gehensweise bei der Klassifikation von Quadriken:

10.2.4.1 Umformungen zu Q(X):

Gegeben:
Q(x) = x"Ax+2b" x+c
Umformungen
Qlx+m) = x" Ax+2(Am + x)" x + Q(m)
Q(m)=b"m+c
843/\1 0 09
o | 0=
PTAP=¢ . %
G: ot F
éo 0 ... |Anfa
Q(Px)=x"PTAPx+b'Px+c

Q(Px +m) = x"P" APx+ 2(Am+b)" Px +Q(m)

10.2.4.2 Vorgehenswei se:
1. Fall: Am=-Dbist|dsbar. Esliegt eine Zentrumsquadrik vor.

1)
2)
3)
4)

5.)

Bestimmen von m und Q(m).

Bestimmen der Eigenwerte und Eigenvektoren von A. (u.U. Bestimmung des Typs)

Bestimmen der Drehmatrix P aus den Eigenvektoren von A.
Setze die neuen Koordinaten: u= P (x- m)U x=Pu+m

gy o 00
Daraus folgt Q(g():ng o -§g+Q(m)
80 IAnB

Normalform (im R®): |, xu” +1, x> +1 .3 +g =0
Typ: seheTabellel
Lage: Koordinatentransformation: u = P" (x- m)

I, |1, | 1s] g ]Typ

+ + + - | Ellipsoid

+ | + | - + | zweischaliges Hyperboloid
+ | + | - - | einschaliges Hyperboloid
+ + - 0 |Keged mit Spitzeinm

+ | + | 0 | - |dliptischer Zylinder

+ - 0 + | hyperbolischer Zylinder
+ + 0 0 |1Gerade

+ - 0 0 |2 Ebenen mit Schnitt

+ 0 0 - |2 paralele Ebenen

+ | 0 0 | O |Doppeebene

Tabelle 1: Klassifikation von Zentrumsquadriken
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2. Fall: Am=-bist nicht I6sbar. Esliegt keine Zentrumsqguadrik vor.
Esfolgt daraus, dal? 0 ein Eigenwert von A ist, denn det(A) =det(A- 0E) =0
1) Bestimmen der Eigenwerte von A.
2.) Bestimmen der Eigenvektorenyv,, ..., v, zudenl ;1 0
3.) Bestimmen der Eigenvektorenv, zuden| .y, ..., ., =0 mitn, * b
4.) Bestimmen von v,
5) Quadratische Erganzung

6.)  Normaform (im R®): [ ,u?+1,uZ +2qu, =0
Typ: seheTabelle?2

I, [ 1, [ 1| g |Typ

+ + 0 + | dliptisches Paraboloid

+ - 0 + | hyperbolisches Paraboloid
+ | 0 0 | = |parabolischer Zylinder

Tabelle 2: Klassifikation von Quadriken mit leerem Zentrum

10.2.4.3 Darstellung:
Die folgenden Abbildungen zeigen nur die ersten sechs Typen von Zentrumsguadriken aus der
Tabelle 1 und die Typen von Quadriken mit leerem Zentrum aus der Tabelle 2.

Abbildung 9: Ellipsoid Abbildung 10: Zweischaliges Hyper boloid
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Abbildung 11: Einschaliges Hyperboloid Abbildung 12: Kegel mit Spitzein m

Abbildung 13: Elliptischer Zylinder Abbildung 14: Hyperbolischer Zylinder

Abbildung 15: Elliptisches Paraboloid Abbildung 16: Hyper bolisches Paraboloid

Abbildung 17: Parabolischer Zylinder
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Beispiel: Gesucht wird die Normalform der folgenden Quadrik.

X2 +2xy+y? - x+y+4=0
@ 16 lee 16

A= b= c=4
1 Zglz

Die Eigenwerte, die normierten Eigenvektoren und der Rang von A ergeben sich zu:

[,=2,1,=0pP r=1
P Eigenvektoren:

e L e B
Normierte Matrix P:
el 16
g —
=<;*E V2] det(P) =1
¢l 1+
&2 25
Die Gleichung x' Ax+2b" x+4 =0 wird mit x=Pu zu
&l 1606
o2 +2: % ogf V2 e 210 4=0
2815¢1 1 gup
&2 2 3

0 2u2++/250,+4=0

und nach Resubstitution y, =u,, Y, =U, ++/8 ergibt sich die gesuchte Normalform der Quadrik
zu 2xy? +~/2xy, =0, was eine Parabel ist.
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11. Krummlinige Koordinaten, Transformationsformel

11.1 Krummlinige Koordinaten, Jacobideterminante

11.1.1 Krummlinige K oor dinaten:

Gegeben seien drei Eckpunkte eines zu den Koordinatenachsen parallelen Rechtecks im R?
durch deren Ortvektoren:

A0 a0
Xo» l(lzl(o"'Dxﬁgog l(zzl(o"'DXz)Elg

Die Verzerrung des Rechtecks mit dem Flacheninhalt F, =|Dx, >Dx,| in ein Parallelogramm,
dargestellt durch die neuen Eckpunkte

f(x0) flx) flx,),

mit der Funktion f ergibt fir den Grenzwert der Verhdltnisse zwischen dem urspringlichen
Flacheninhalt F, und dem neuen Flacheni nhalt Fr Folgendes:

I|m ° = |det(D f (x,))

Diese Flachenverzerrung im zweid|menS|onaIen Raum l&f3t sich analog Ubertragen auf Gebilde
imR”. Dort stellt sie die Volumenverzerrung im dreidimensionalen Raum dar.

11.1.1.1 Wird bei solchen Verzerrungen kein begrenztes Objekt betrachtet, sondern eine offene
Menge U in eine offene Menge V verzerrt, so spricht man bei f von der Koordinatentransformation
von U auf V.

11112 Zur Umkehrung einer solchen Koordinatentransformation 183t sich unter der
Voraussetzung, da3 xT U und y = f (x), Folgendes sagen:

det (Df (X)) detle()

11.1.2 Jacobideter minante:
In diesem Zusammenhang wird der Begriff der Funktional deter minante oder Jacobideter minante

eingefihrt.
- 3, = (D £ )

11.2 Transformationsformeln

11.2.1 Polar koordinaten:
K oordinatentransformation:

0 a#cos o oef (rj )6 axo

I 0_ o0
65 Bren 5 6t b
o ECHYIE atixy)o_a o
= Bo faan? B ()5 6

Jacobideterminante von f:
det(Di(r,j )):rcoszj +rsin®j =r
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11.2.2 Zylinderkoor dinaten:
K oordinatentransformation:

aero a8 cosj 0 aef(,j ,Z)CJ a0
_ ¢ ¢ .\ _C ~
f: g] +H> ¢rsinj _—gf (rij z)==Cy=

§zp & z 3 &f(ri.2)y &z

X0 Q%IXZJ’VZJ’ZZG of (%, y,2)6 a8 o
N y +_%; TG T
S Qyso g adan L=¢ ,(x v,z ).—gz
5 § oz 1 & (xv.2)5 &z

2
Jacobideterminante von f:
det(Di(r,j 2))=14r cos?j +rsin?j )=

11.2.3 Kugelkoor dinaten:
K oordi natentransformati on:

8% § roosy 8f3(r d)s
& 9
axg CVCTYIT - (xy2)o aro
F1 (;Yng arctan% _=gf2(x,y,z)f=gj +
S5 ¢ vyt Shbonds @
garctan —

Hierbel liegt der Winkel j zwischen der x-Achse und dem in die x-y-Ebene projizierten
Ortsvektor des Punktes. Der Winkel q liegt zwischen der z-Achse und dem Ortsvektor des Punktes.

Jacobideterminante von f:
det(Di(r,j ))=r?sing {cos?q +sin?q)=r?sing

11.2.4 L aplace-Operator D:
Fiir eine zweifach differenzierbare Funktion g: (x,y,z)— g(x,y,z) von R3 auf R 14t sich der

sog. Laplace-Operator D definieren: Dg=g,, +9,, +d,

11.2.5 Transfor mationsfor mel:
Bei Koordinatentransformationen F : U >V zwischen offenen, nichtleeren Mengen U und V,
mit meRbarem U und stetigem g: V - R gilt die Transformationsformel.

O--0p(x)xax, -dx, = 3..¢p(F (u))4det(DF (u))>du, ---du
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Beispidl: Gesucht wird das neue Volumen Vol (B) eines Parallelepipeds B, das durch eine affin-
lineare Abbildung u=Ax+ b enes Einheitswirfels W entstanden ist.

AusF:um x=A'u- A'b, det(DF (u))= detl(A) und der Transformationsformel
=vol(B)
Y Y 1 Y N\
O- -, -+ dx, = )..c}#det(DF (u)) xdu, ---du,, = F(A)o..oeolul--~o|un folgt dann:
w B B
=vol(w)=1

Vol(B) =|det(A)
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12. GewOhnliche Differentialgleichungen

12.1 Bezeichnungen, Richtungsfeld

12.1.1 Gewohnliche Differentialgleichung:
F sei eine Funktion der Form F : R™? —» R, nl N. Dann heift

F(x y(x),...,y™(x))=0
gewohnliche Differentialgleichung.

12.1.2 Richtungsfeld, I sokline:

Wenn durch den Punkt M die Lésungskurve y=f (x) der Differentialgleichung y¢= f (x, y) geht,
so kann die Richtung der Tangente in diesem Punkt unmittelbar ermittelt werden. Damit definiert
die Differentialgleichung in jedem Punkt eine Richtung der Tangente an eine Losungskurve. Die
Gesamtheit dieser Richtungen bildet das Richtungsfeld. Verbindungslinien von Punkten gleicher
Richtung der Tangente heif3en | soklinen.

12.1.3 L 6sungen:

Die Lésungen von gewohnlichen Differentialgleichung mit einer Anfangsbedingung setzen sich
in der Regel aus der Summe von mindestens zwei Einzelldsungen zusammen. Die Losung einer
allgemeinen Differentialgleichung ist dann die Summe der homogenen Ld6ung und der
inhomogenen oder partikularen Losung.

Erhdlt man aus einer Differentialgleichung eine Lésungsmenge, so ist jede Linearkombination
von Einzell6sungen wieder eine Ldsung. Dies ist mit dem Faktorsatz und der Summenregel aus der
Differentialrechnung erklarbar (s. Kapitel 6.1).

12.1.4 Anfangswer tproblem (AWP):
Als Anfangswertproblem bezeichnet man eine Differentialgleichung zusammen mit ihren
zugehorigen Anfangsbedingungen.

12.1.5 Satz von Picar d-L indel 6f:

Essel ein Anfangswertproblem y¢= f (x,y), Yo = y(X) gegeben. Ferner sei ein Rechteck
R={0c y)jx- x| € aly- yo| € b}

gegeben, auf dem die Funktion f(x,y) stetig und partiell nach y differenzierbar sai.

Eine Zahl esei durch e = min}' a,*u bestimmt.
1 max{f (x, y)}p

Es gibt dann im Abstand e von %, genau eine L6sung zum gegebenen Anfangswertproblem.
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12.2 Differentialgleichungen erster Ordnung

12.2.1 Form, Anfangsbedingung:

Differentialgleichungen erster Ordnung besitzen die Form  y(x)= A(x)+ B(x)xy(x) .

Es seien hier A(X) und B(X) im Intervall [a,b] stetig. Des weiteren sollen ein X, aus dem
gegebenen Intervall und ein (reelles) y, existieren, die die Anfangsbedingung y(x,)=y, bilden.

12.2.2 Homogene Differ entialgleichung:
Ist A(X)=0, also y¢(x) = B(x)xy(x), so hat diese als homogen bezeichnete Differentialgleichung
genau eine Losung der allgemeinen Form

yl(X) =Y erOB(t)dt :

Diese Ldsungsfunktion ist immer positiv.

12.2.3 Inhomogene Differentialgleichung:
Differentialgleichungen erster Ordnung in der allgemeinen Form und allgemeinen Anfangs-
bedingungen (s.0., 12.2.1) haben die partikulére Lésung in der Form

o Al) 4 0,50 YA AQ)
Y, X)= A dt e ™ mit y, (t)= .
2() QOyl(t) 1() Yo
12.2.4 Allgemeine L 8sung:
. : . ) _ _e x A t) U_ gB(t)d
Die allgemeine Losung lautet: y(x)=y; + Y, = &Y, + () Tdt(,xe 0
e ° Y a

12.2.5 Trennung der Variablen:

Ein wichtiges Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen erster Ordnung ist das der
Trennung der Variablen. Dabel wird die Differentialgleichung auf eine Form gebracht, bel der die
Variablen x und y nur noch in voneinander getrennten Termen auftreten. Die entstehende Gleichung
kann dann sofort integriert werden.

M (x)>N(y)>ax + P(x)>Q(y)>dy = 0

0 '\F/') ((;‘)) xcix + (Ngglg xdy = 0
0 (‘)%de+b%xdy=C

Beispidl:
x>dy + y>dx =0

~

.1 1
U 0§><dy+0;><dx:C:Inc

~

U XXy =C
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12.3 Bernoulli'sche Differentialgleichungen

12.3.1 Form:
Bernoulli’ sche Differential gleichungen haben die Form

y€x)= Alx)xy(x)+ BO)Ay(l  al R\ y(x)e 0.

12.3.2 L 6sungsansatz:
Ziel dieses Ansatzes ist die Ruckfuhrung der Differentialgleichung auf eine Differential-

gleichung erster Ordnung. Eswird zunéchst durch durch [y(x)]a getellt.
y&)A{y(x)] * = Alx){y(x)]* +B(x)
Danach wird die neue Variable z(x) = [y(x)]"* eingefuhrt.
Deren Ableitung lautet z§x) = (1- a)y(x)] * xy€x). Es ergibt sich daraus eine Differential-

leichung erster Ordnung fir z(x):
2(x) = (L- a)xA(x)>xz(x)+ (1- 2 )8(x)
Diese DGL &%t sich mit dem in Kapitel 12.2 beschriebenen Verfahren [6sen. Anschlief3end wird

mit y(x)= [z(x)]% resubstituiert.

Beispiel: Gesucht wird die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung.

y¢:ﬂ+x\/§
X
1
P a :E b z:\/y
Z¢:£+§
X 2
) 2
=} z:x2>€élnx+C9 p y:x4><<?élnx+C9
62 a e2 a

12.4 Differentialgleichungen n-ter Ordnung und Systeme erster Ordnung

12.4.1 Form von Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung:

}- yl( = fl(x’ yl(x) """ Yn (X))

7%
K omponentenschreibwei se: Y2 = fa(x yl.(x) ----- Ya(x)

- :

AT ACRACIRAC))
Vektorschreibweise: X((X) =f (x, X)
Anfangswertproblem: X((X) =f (x, _), X(Xo) =y,

12.4.2 Form von Differentialgleichungen n-ter Ordnung:
Differentialgleichungen n-ter Ordnung werden geschrieben in der Form

y() = f(x, Y, y¢...,y(“'1)).

Seite 77



12. Gewohnliche Differentialgleichungen

Bruno Gnérich, RWTH Aachen

12.4.3 Ldsungsansatz:

Eswird eine Substitution durchgefihrt.

YiRY
Ryt

Yo, 2y™?

Y2y Py =y (cyye, YY)

Daraus folgen das neue System von Differentialgleichungen und die neuen Anfangsbedingungen.

aeyb( &% e Y.
cToCe € ’
cY.+ ¢Y™ ¢ Y3
¢.- ¢ .~ ¢
Qij (}1: v Yh
.g &% &f(x v,
g:"YOQ 633’0,19
_C yg + CYoo+
YoT¢ : +T¢ =

12.4.4 Allgemeine L 6sung:

V)

[ PR R P T W ¥

]

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung der Form y™ = £ (x, y, y¢..., y™?) enthalt

n unabhangige willkirliche Konstanten.
y=y(xC,....C,)

Das gleiche gilt fur die algemeine LGsung von Systemen von n Differentialgleichungen.

_i, Yy, = Fl(X,Cl,...,Cn)
i ¥, = F,(x,C,,....C,)
iy, =F,(x.C,.....C,)

Das Losungsprinzip beruht darauf, dal3 versucht wird, die Ordnung mittels Substitution der
Variablen zu verringern, um einfachere Differentialgleichungen zu erhalten. Das Auffinden
passender Substitutionen wird erleichtert durch die Unterscheidung verschiedener Félle:

1. Die unabhangige Variable x ist nicht explizit in der Differentialgleichung enthalten.

Die Substitution lautet dann ;ﬂ
X

4 d?y_  dp
= U — = pPX— .
p vl dery

Damit wird die Ordnung von n auf (n- 1) verringert.
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2. Die abhangige Variabley ist nicht explizit in der Differentialgleichung enthalten.
Die Substitution lautet y*) = p firr die k-te als niedrigste in der Differentialgleichung
vorkommende Ableitung von y. Die Ordnung der DGL wird damit um eins verringert.

3. Die Differentialgleichung f(x,y,y¢y®...,y”)=0 ist eine homogene Funktion® in
y,y(Ey@...,y(“).
( Apex
Die Substitution lautet z=>-, dh. y=e%" .
y

Die Ordnung wird um eins verringert.

4. Die Differentialgleichung ist eine Funktion nur von x.
Die allgemeine L 6sung lautet dann folgendermalen:

y=C, +Cox+C,x?+...+C x" ! +y (x)
i = A S n:—l g - n-1
mit y (x)= @ Of (x)(dx) (n- 1) Q f(t)(x- t)" dt
1 .
ud  C, = WXY(Xo)k '

Hilfreich kann bel der Lésung solcher Differential gleichungen auch die folgende Beziehung sein:

% {y¢ )( = ylixy¢

12.5 Lineare Differentialgleichungs-Systeme erster Ordnung

Mit Ausnahme der Unterpunkte 12.5.1 bis 12.5.3 sollen nur DGL-Systeme mit konstanten
Matrizen behandelt werden.

12.5.1 Linear es Differentialgleichungs-System erster Ordnung:

Es hat die folgende Form:
v = Ay + f
gt19 86/19 3@11()() ) a, (X)Q
. _G .- _GF _¢ . LT
mit i—g:+, X—g:+und A(X)—g D=
an B 8yn a 8a'nl(x) ' ann (X)B

Istf° O, so heifdt das System homogen, sonst inhomogen.
Ist A eine konstante Matrix, so spricht man von einem System mit konstanten Koeffizienten.

12.5.1.1 L 6sbarkeit:
Sind die Elemente a,(x) der Matrix und die Funktion f stetig in einem gegebenen Intervall, so hat
das DGL-System genau eine Lésung in diesem Intervall.

! Eine Funktion heifk homogen mit dem Homogenitétsgrad m, wenn sie die folgende Bedingung fir beliebige | erflllt:
£ %0l %) =1 xE (%, %000, )
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12.5.1.2 Linearkombinationen von Ldsungen eines homogenen linearen DGL-Systems:
Sind vy,,....y« Lésungen eines homogenen linearen DGL-Systems, dann ist auch jede beliebige
Linearkombination ~ y=c,xy +...+¢xy, mit ¢,.,cl R von Lésungen wieder

eine neue L 6sung.

12.5.2 Lineare Abhangigkeit, lineare Unabhangigkeit von L dsungen:
Die Funktionen v,,...,y« nennt man auf einem Intervall linear unabhangig, falls fur alle x aus
diesem Intervall aus  a,xy (x)+...+a, %y (x)=0 a,=...=a, =0 folgt.

Andernfalls heiRen y,,...,y« linear abhangig.

12.5.3 Anzahl linear unabhangiger L dsungen:
Ist die Matrix A(x)T R"" R" stetig in einem Intervall fiir x, dann hat das System y* = A(x)xy
genau n linear unabhangige Losungen in diesem Intervall.

12.5.4 Fundamentalsystem (FS), Fundamentalmatrix, Ubertragungsmatrix:

12.5.4.1 Fundamental system:
Ein System y,,...,y, linear unabhangiger L 6sungen von 3_/( = Axy heif} Fundamentalsystem.

12.5.4.2 Fundamental matrix:
Als Fundamentalmatrix bezeichnet man die Matrix Y (x) = (y,.....y ).
Die redl gewdhlte Fundamentalmatrix ermdglicht spéter die direkte Berechnung eines
homogenen Lésungsanteils: y_ (x)=Y(x)c  mit ¢ C"
Eigenschaften der Fundamental matrix:
1. Y(x)= Axr(x)
2. ¢c= Y(O)_1 Xo
12.5.4.3 Ubertragungsmatrix oder normierte Matrix:
Die (stetsreelle) Ubertragungsmatrix lautet:  Y(x) = Y(x)%v(0)*
Homogener Lésungsanteil des DGL-Systems, berechnet mit der Ubertragungsmatrix:
Y, (=0, it x,T R
Eigenschaften der Ubertragungsmatrix:
1. Y{x) = AxY(x)

2.Y(0)=E
3. (% + %) =Y (%)% (x,)
4.Y(- x)=Y(x)*

12.5.5 Wronski-Deter minante eines homogenen linearen DGL -Systems:
Haben die Losungen yi,...,y, die Dimension n, so wird

W (x)zdet(y,.y,.....y )
T e
Wronski-Deter minante genannt.
Ist die Wronski-Determinante W(x)* O fur alle x, so bilden die Ldsungen vi,...yV. €n
Fundamental-system. Fir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung wird die Wronski-

Determinante etwas anders definiert.
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12.5.6 Losungsver fahren fir linear e Differentialgleichungs-Systeme erster Ordnung:
Die algemeine LOsung setzt sich zusammen aus einem homogenen Ldsungsanteil und einem
partikul&ren L 6ésungsanteil.

Y=Y, +Y,

12.5.6.1 Bestimmung des homogenen L 6sungsanteils:

1. Schritt: Die homogenen linearen DGL-Systeme X( = Axy werden mit Hilfe der
Eigenvektoren und der Eigenwerte der Matrix A gel6st. Aus der Charakteristischen Gleichung

a, - | a, v &
I I
det(A- | E) = afl a22: . a2 =0
ay a,, R l
erhd@lt man ein vollsténdiges System von (komplexen) Wurzeln| ,, | ,, ..., | . (Eigenwerte von A).

2. Schritt: Danach sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Fal: Verschiedene Wurzeln |
Mit der Gleichung
(A' | iE) n=0
erhat man fur jede der Wurzeln | ; je einen Losungsvektor n;, der nicht normiert werden mul3.
Das (komplexe) Fundamental system ergibt sich dann zu Folgendem:
I Xl - rll >@| X
. =n >(el 2X
FS: :’Xz -7
i
by, =n, e
Tritt in dem vollstandigen System der Wurzeln eine komplexe Wurzel auf (z.B. |, =a +ixb ),
dann kommt in dem System auch die konjugiert-komplexe Wurzel | , = l1=a-ixb vor.

Daraus folgt dann, dal3 auch die zugehérigen L ésungsvektoren konjugiert-komplex sind.
v,7y, 0 npeten, e

Diese beiden komplexen Losungen kénnen durch zwei reelle Losungsvektoren ersetzt werden.
Sie lauten folgendermal3en:

Die beiden Vektoren entsprechen dem Real- bzw. dem Imaginarteil von y..
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12. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beispidl: Gesucht wird die allgemeine Ldsung des folgenden DGL-Systems.

¢ el 10
= =y
- g-Z -1g_
—
A
o h- 1 ,
0 =1“+1=0 U I, =i
-2 -1-1
~ . el 9§ _
(A-1,E)n,=0  bzw. (A-1,E)n,=0 O n,= Cpeig UdoneTE 2
P L:Eelﬂg © und XZ:ael |g>e_IX
- ) -l- g
cosx 6 - @& snx 9
b - Re =~ und =Imly |= =z
Y, Q) g COSX - SN Xg 2 Ql) g sin X+ C0S X5
COS X sin X
det . . =
- COSX- SINX- SN X+ COS X

& CosX o] & sinx o]
b y(x)=Cl =+C, =
- COSX- SN Xg - SiN X+ COS X

2. Fall: Mehrfache Wurzeln |
DieWurzdl | ; trete r-mal auf. Die Losungen, die der r-fachen Wurzel |,

entsprechen, erhdt man mit dem Ansatz
y = (go +UX+... + gr_lxr‘l)xe'ix
Das auftretende Polynom ist vom Grad r- 1. Die Vektoren u; sind unbestimmt. Setzt man nuny; in
das DGL-System ein, so entsteht ein lineares Gleichungssystem fir die Vektorkoordinaten, von
denen r entsprechend der Vielfachheiten der Wurzel | beliebig wahlbar sind.

im Fundamental system

Beispidl: Gesucht wird die allgemeine Ldsung des folgenden DGL-Systems.

a@l 9
Der einfachen Wurzel | , = O entspricht der Losungsansatz: y, gcz
&5
2.0
Einsetzen in das DGL-System ergibt Yy, =¢0=+.
&0p
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12. Gewohnliche Differentialgleichungen o s dn

Die Vidfachheit der Wurzel | ,; ist zwel, der zu benutzende Ansatz lautet dann:
mo b, o o
y23 —gga2—+ (;b ><X xg*

egas 5 &b a
Einsetzen in das DGL-System und Aufldsen des linearen Gleichungssystems fuihrt auf:
aeb1 0 a0 aal 0 a0 ae 10
gb -—b %1- p gaz-— azgl +h, ><g 0+
Sba (%] 81ﬂ Sas (] 81ﬂ 8 1
Die Fundamentall6sungen zu | ,; = 1 lauten dann:
aéo e 1+x0
_¢ T e
( ) Ql_ Xs(x)_g X _><e
&5 §l+x
Sie bilden zusammen mit y, ein Fundamental system. Die allgemeine Ldsung lautet:
aéo aéo ae 1+ X9
y(x) = C&;O +C, ><§1->e +C>@ x e
&0 &y g1+ X g
Im allgemeinen Fall, d.h. unabhéngig von der Vielfachheit der Eigenwerte der Matrix A ist das
folgende Ldsungsprinzip anwendbar. Es ist dem hier schon beschriebenen Verfahren aguivalent.

X

L 6sungsprinzip unter Verwendung der Ubertragungsmatrix:

Nach der Bestimmung der Ubertragungsmatrix aus dem Fundamental system gemaf3 der Formel
\?(x) =Y(x)xv(0)*
ergibt sich die homogene, reelle L ésung des vorgegebenen Anfangswertproblems zu Folgendem:
y,, (x)=Y(x)x, mit x,1 R"

Mehr zu den Eigenschaften der Ubertragungsmatrix befindet sich unter Punkt 12.5.4.3 .

12.5.6.2 Bestimmung des partikuldren L 6sungsanteils:

1. Schritt: Fir das Storglied f(x) des DGL-Systems X( = Axy+ i(x) wird folgender Ansatz
gemacht:
£(x) = €™ §g, (x) cos(Wxx) - g, (x)sin(wx)

Die Zahlen b und Wmussen reell sein, m=b +i W darf kein Eigenwert von A sein.
a:(X) und g:(x) sind reelle Vektorpolynome.
Ist mein Eigenwert, so wird im 3. Schritt eine kleine Anderung vorgenommen.

2. Schritt: Man bildet dann die sogenannte komplexe Storfunktion:

i(x) = g(x)xem‘ mit g(x) = gl(x)+i xgz(x)

3. Schritt: Der nachste Ansatz |autet:
¥, (x)= p(x)=e™ mit  grad (p)= grad (q)
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Falls mein Eigenwert ist, so wird dieser Ansatz gemacht:
. (x)= p(x)<™ mit  grad (E): grad (g)+ 2

Dies erzeugt zwar spédter ein Gleichungssystem hoherer Ordnung, sonst mufdte aber eine

Fallunterscheidung fur die Funktionswerte von mim charakteristischen Polynom vorgenommen
werden, die etwas mehr Zeit beansprucht.

4. Schritt: Dieser Ansatz fur die partikuldre Losung wird in das DGL-System eingesetzt.
AXY(x)+ 1:() VP‘() moe™ xp(x) + ™ xp'(x)

b p¢(x (A- mxE ><p()

Die letzte Gleichung lassen sich die Koeffizienten von p(x) ermitteln.
Damit erhalt man die partikul &re Lésung . (x)= p(x)e™ .

Beispidl: Gesucht ist eine partikuldre L ésung des folgenden DGL-Systems.

-20 a@(j 4
=>e
@2 0 32U
Nach dem ersten Ansatz folgt:
b =-1g
W:O.:.
-,[- m=-1 ( 8, 5
Y @, O = mo= xet
RTINS I Ch B
9, §15)_f,b alt) 13:
q,(t)=0 b b

Im néchsten Schritt wird nun dieser Losungsansatz in das DGL-System eingesetzt und die
unbekannten Koeffizienten ermittelt.

s é . -2-- d:l
Ble PP REY
12‘ g &g 2 Oﬂ A, A
L 1-a+2a,=3 . 13
0 &7 0a=g 2

i-2a8-a= lg
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L 6sungsprinzip unter Verwendung der Ubertragungsmatrix:

Auch die partikuldre Lésung 143t sich mit Hilfe der Ubertragungsmatrix ermitteln. Sie lautet

allgemein:
Y, (x) =Y (x)>c(x)

mit  c(x)= QY (- s)xf (s)xds
Zur Berechnung des Vektors c(x) sind in der Regel etwas ausgefallenere Integrale zu |6sen.

Beispiel: Gesucht wird eine partikulare Losung zum folgenden DGL-System, dessen Ubertra-
gungsmatrix bereits bestimmt wurde

.y &0 a@nt_ ~\_aecost  sintg
l‘(t)‘é 'y Y(t)_g- sint costy
Nach der obenstehenden Formel erglbt sich dann:
taecos( ) sin(- s)¢ asinso
Y(s)xf (s)xds = =xds
() O() ( Og cos( )g e 5
Ja€0SS - SiNs) aslnso _ {2oss>sins- e >SmSO>d
gsms COSS %e & =0 sin®s+e°xoss g
& %>sin2t+%><e‘t><(sint+cost)

[SEE B B H e

g—x(t smt>«:ost)+;>e - cost +sint)3

Die partikulére LAsung lautet:

Zp(t):YA(t)xg(t):% e +tant

0
- sint- €' +txcosty

12.5.7 Allgemeine L 6sung eines gegebenen Anfangswertproblems:
Falit man alle bis hierher gewonnenen Erkenntnisse zusammen, so ergibt sich folgende Formel:

y(x)=Y(x)x +Y(x)(‘50Y(e)><i(e)><de

Ausgedriickt mit der Ubertragungmatrix:
y(x) =Y (x- x,)xy_ + (‘)X\?(x- e)xf (e)xde

12.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

12.6.1 Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung:
Unter einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung versteht man eine Differentialgleichung
der Form

Yy +a, (x)xy T+, (x) ey L ay () xy e+ ag (x)xy = £ (x) .

Diese heil3t homogen, fallsf(x) = 0 ist, sie heil3t inhomogen, fallsf(x) * Oist.
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12.6.1.1 L 6sbarkeit:
Sind die Koeffizienten a(x) und f(x) stetig in einem gegebenen Intervall, so hat fir ein x, aus
diesem Intervall das Anfangswertproblem

Y+ a,, (x)xy T+ (x)xy = £ (x)

Y(Xo) =Y
y((Xo) =Y,
y(n-l) (XO) = yn

mit reellen y, genau eine LOsung im gegebenen Intervall.

Im Folgenden sollen nur Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten betrachtet
werden.

12.5.1.2 Linearkombinationen von Ldsungen einer linearen DGL n-ter Ordnung:
Sind y;,...,y« Losungen einer homogenen linearen DGL n-ter Ordnung, dann ist auch jede beliebige
Linearkombination  y =c, Xy, +...+C, Xy, mit  c,...,c, T R von Lésungen wieder eine

neue Ldsung.

12.6.2 Umformung in DGL-System erster Ordnung:
Es werden Substitutionen durchgefiihrt:

( " ..
T ¢ = € 0 0 1 0 Y = ¢ 0 -
- T S D DoTe o++G 7
. i ¢c . + ¢ TC + ¢ -
y, =y gy g & a, -a -a, -, 58 e &f(X)y
=A
(n' n)— Matrix
12.6.3 Fundamentalsystem:
Die Darstellung des Fundamental systems von L dsungen sieht folgendermalen aus:
ey, 0 2y, 0
Y+ y¢ -
Zl(x):g ;l - e ’Xn(x):g c T
Eyeis &%

12.6.4 Aufstellen eines Fundamentalsystems:
Gegeben ist die homogene lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten:

yU+a, xyt Y ra , xy 4 +a xytra, xy =0
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Man erhdlt ein Fundamental system, wenn man zu jeder r-fachen Nullstelle| . die r, Losungen
e, xxe' L X e
und zu jedem Paar konjugiert-komplexer Nullstellen | k,ﬁ (r-fach) die 2r Losungen

| X

e xcost  X), ... , X"t e xcoslt  X)
evosn(t, x), ..., x e osin( ) mit s, =Re{l ,)
und t, =1m(l,)
zusammenfaldt.

12.6.5 Fundamentalmatrix, Ubertragungsmatrix:
Sie wird ebenso aufgestellt wie bel normalen DGL-Systemen:

2 Y Yo o Ya O
T R
Y(X):g :l : . : -
Gy yrd Ly

Sie besitzt alle bereits bei DGL-Systemen beschriebenen Eigenschaften (s. Punkt 12.5.4.3).
Das Aufstellen der Ubertragungsmatrix erfolgt entsprechend.

12.6.6 Wronski-Deter minante:
Analog zu DGL-Systemen lautet sie:

Yi Yi Yn

¢
wig= X F Y

yr oy ey

Ist der Betrag der Wronski-Determinante nicht null, so bilden die Spatenvektoren en
Fundamental system zur gegebenen Differentialgleichung.

12.6.7 Allgemeines L dsungsver fahren:

12.6.7.1 Charakteristisches Polynom:
Zur Differentialgleichung y™ +a, , xy(™ % +a_, xy™2 +  +a xy¢+a, xy = f(x) wird das
charakteristische Polynom oder charakteristische Gleichung folgendermal3en definiert:
Pl )=I1"+a, 4" +a,,4" %+ . . +aHd +a,

12.6.7.2 Bestimmung des homogenen L 6sungsanteils:

1.Schritt: Zuerst werden die Nullstellen der charakteristischen Gleichung ermittelt.
2. Schritt: Danach wird das reelle Fundamental system aufgestellt.
3. Schritt: Die Lésung des homogenen DGL-Anteils lautet dann:

Vi (%)= €2, (%) ¢, 2y, (x) +.. + 6,29, (x)
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12.6.7.3 Bestimmung des partikuldren L 6sungsanteils:

1. Schritt: Fur das Storglied f(x) der DGL wird folgender Ansatz gemacht:
f(x) =™ {a (x)>cos(Wxx) - a, (x)>sin(wsx]]

Die Zahlen b und Wmiussen reell sein. g.(x) und g.(x) sind reelle Polynome.
2. Schritt: Man bildet dann die sogenannte komplexe Storfunktion:

f(x) = g(x)e™ mit  q(x) = a,(x)+i>q,(x)
und m=b +ixXW

3. Schritt: Der néchste Ansatz lautet:
i (x)=(up +ux+...+u x") mit grad (j )= grad (q)+ 2
Die partikulare (komplexe) Losung wird wie folgt angesetzt:
Vo (x) =] (x)e™
Daraus folgt dann: g(x) = é"{ %xP(")(m)q' )(x)
k=0 K-

Im Falle, dal? die Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, gilt vereinfacht:
i (x)+P(m)5 (x)+P(m)5 (x)=qg(x) mit m=b+i>W

4. Schritt: Aus der obenstehenden Formel werden schrittweise alle K oeffizienten bestimmt. Dazu
kann der Koeffizientenvergleich — d.h. Vergleich von Real- bzw. Imaginérteilen auf beiden
Seiten der Gleichung — angewandt werden.

i 2(x)=Refj (x)
j 2(X):|mﬁ (X)]

Daraus folgt schliefdich fur die partikul&re L 6sung:
Y» (x) = Re[F, (x)] = €™ ,(x)>cos(Wxx)-  , (x)>sin (W>x)]

Beispid: Gesucht wird die allgemeine Ldsung der folgenden linearen Differential gleichung.

X+ 2X+5x =5t- 13+ 4e ¥ xsint

EORNON

Eine solche Aufteilung des Storgliedes in zwei (oder mehr) Teile wird dann notwendig, wenn es
offensichtlich nicht die allgemeine Form f(x)=e™ qq,(x)>cos(Wxx)- g,(x)>sin(Wwxx)] von
Storgliedern besitzt.

Homogene Losung:
Es werden die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(l ) bestimmit.
1?+21 +5=0 U I,=-1+2i 1,=-1-2i

Die allgemeine, reelle Lésung der homogenen Differential gleichung lautet dann:
x, (t) = et {c, xcos 2t + ¢, >sin 2t)
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Partikulare Losung:
Zuf,(t):
f,(t)=5t- 13 = f,(t)
XPl(t) =a, +at +a,t” +at’
Koeffizentenvergleich liefert:  x,,(t)=t- 3

Zu f,(t):
f,(t) = 4e* >sint = & g, (t) xcos(\Wt) - g, (t) sin(Wt)

mt b=-2 W=1 qt)=0 q,(t)=-4

b m=-2+i qft)=-4

b oot)=e™ 4 (t)= e {a, +at+ayt?)

Als nichstes wird der Ansatz j «(t)+ P{(m)x (t)+P(m)5 (t)

q(t) benutzt, um die

unbekannten Koeffizienten von j (t) zu bestimmen. Diese ergeben sich zu Folgendem:

2 4.
a,=8=0, a8 =_-CI

5 5
Die allgemeine LOsung des zweiten Teils vom Storglied lautet dann:

~ € (oiy B 4.
sz(t) = Re[XPz(t)] = Reé@( 24 >‘g€ - EI

=g fgcost + 2 gnt?
di ed 5 o

Die allgemeine Losung der gesamten Differential gleichung ergibt sich somit zu:

X(t) = X, (£) + %pa (£) + %o, (1)

= e ' {c, xcos 2t + ¢, >sin 2t)+§><e'2t {2xsint +cost)+t- 3

12.6.8 Tabelle zur L 6sungsbasis von linearen homogenen Differentialgleichungen

2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten:

Die homogene Losung lautet 'y, (x)=c, xy,(x)+c,xy,(x) mit yi(X) und y.(x) aus der

untenstehenden Tabelle.

Nullstellen von P(l ) L 6sungsbasis der Differentialgleichung

1 1
IR, 1,01,

y,(x)=¢
y,(x) =€

| 1X

| ,X

=1, y,(x) =€
Y,(x) = o€

p=axiv mitw>0 yl(x) =g >cos(w xx)

y,(x) = e xsin(w »x)

Tabelle 3: Ldsungsbasis von linearen homogenen Differ entialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten

K oeffizienten
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12.7 Eulersche Differentialgleichungen

12.7.1 Form Eulerscher Differentialgleichungen
Allgemein sehen diese Differentialgleichung folgendermal3en aus.

(bx+c)" sy (x)+ay, , o) s (x) ...+ 2 {bx+c)ydx) +a,09(x) =F(x)  ab.el R

12.7.2 Allgemeines L 6ungsver fahren:
Es wird eine Substitution durchgefihrt, die aus dieser speziellen Differentialgleichung eine
lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten macht.
bx+c=e' b §®u)= y¥(e)
A,

mit Ketten- und
Produktregel zu berechnen

Die Resubstitution lautet dann: u = In(bx +c)

12.7.3 Spezielle Euler sche Differentialgleichung zweiter Ordnung:
In der Form
x? xylhx) +axxy€x)+bxy(x)=F(x) abl R
vereinfacht sich die Substitution auf
x=e" U u=Inx
und die neue Differentialgleichung lautet:
y€u)+ (a- 1)xy¢u) +bxy(u) = Fe') mit  (u)=yle')

12.8 Rand- und Eigenwertprobleme

12.8.1 Begriff des Randwertproblems (RWP):

Unter Randwertproblemen versteht man Probleme, bel denen die gesuchte Ldsung einer
Differentialgleichung (eines DGL-Systems) in den Endpunkten eines Intervalls der unabhanigen
Variable(n) bei vorgegebenen Bedingungen gentigen mufi. Randwertprobleme treten in der Pysik
sehr haufig auf.

Gegeben sai L[y] = f(X), eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit auf [a,b] stetigen
Koeffizienten. f(x) sel ebenfalls stetig. Die Randbedingungen seien

Um[y]:gl(amn Xy(n)(a)+bmn Xy(n)(b)) m=L...,m
n=0

und g, ..., g. redll.
Dann bestimmen die Gleichungen
Ly]= f(x)

Ulyl=9,  m=1..m
ein Randwertproblem (RWP).

12.8.2 Begriff des Eigenwertproblems bei Differentialgleichungen:
Anaog zur Definition des Eigenwertproblems bel Matrizen wird festgel egt:
L[y] = xy
heil3t Eigenwertproblem der Differentialgleichung L[y]. | heif% Eigenwert zur Eigenfunktion vy,
die diese Gleichung unter gegebenen Randbedingungen erfllt.
In den meisten Fallen mu3 fir | eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden.

Seite 90




12. Gewohnliche Differentialgleichungen o s dn

Beispiel: Bestimmt werden sollen die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Randwert-
problems
w((x)=1 »=(x)  fir O£ x£p
ITR

wi0) = wikp ) = 0

1. Fall; | >0: Diealgemeine Losung der DGL lautet dann w(x) = ¢, %V * +¢, xe

Koeff|2|entenvergle|ch nach Einsetzen in die DGL liefert:

0= wn(o)_| e, +¢,) b=

0wa(p—|>c1” )DclObCZO

Dieerhatene Losung fur | > 0ist aso dletr|V|aIe Losung w(x)° 0.

VIx

vv(x)-cpsm(\/_ xx)+ c, ><:os(\/T xx)
W) = | ><:l>sin(\/7xx)+l xC, mos(ﬁxx)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:
0=w#0) =1 x, Pc,=
0=wifp)=1 xc,sin[v=T p)

Dal * 0Oist, mufd entweder ¢, = O (triviale LOsung) oder | = - n?2 sein (n ganzzahlig). Zugehorige
Eigenfunktionensind w, (x)=c >sin(nx)  fir nT N,

12.9 Autonome Differentialgleichungen 2. Ordnung

12.9.1 Form, Anfangswerte:
In der allgemeinen Form lauten sie:

%= f(x, )

Die unabhangige Variable t kommt nicht explizit vor.
Anfangswerte: x(to) =Xy, X(to): Pt 0

12.9.2 Aquivalentes DGL -System erster Ordnung:
Es wird geschieben in der Form:

X=p
p=f(x.p)
Die Anfangswerte lauten dann: x(t,)=x,, plt,)=p,* O
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In Anlehnung an die Physik wird p as Impuls bezeichnet, f sai ein Kraftfeld in einem bestimmten
Gebiet der (x,p)-Phasenebene (Orts-Impuls-Ebene).

12.9.3 Singulére Punkte:
(x.p.) heifdt singularer Punkt (SP) der Differentialgleichung % = f (x, X), wenn folgendes gilt:
p.=0 und f(x,0)=0
Die singuléren Punkte liegen auf der x-Achse. Andere Bezeichnungen fur singulére Punkte sind
Gleichgewichtslage oder Ruhelage der Differentialgleichung.

12.9.4 Phasenkurve (PK):
Eine orientierte Kurve G in der (x,p)-Ebene heil3t Phasenkurve (PK) der Differentialgleichung
= f(x,%) , wenn es eine Lésung

te x(t)= [Xt). plt)]" = §§8§

gibt, die eine Parameterdarstellung (PD) von Gist.

Merkregel fur die Pfeilrichtung in Phasenkurven:
Die Pfeile weisen nach rechts, wenn p positiv ist. Wenn p negativ ist, weisen die Pfeile nach
links.

12.9.5 Bestimmung der Phasenkurve, L 8sen von Anfangswertproblemen:
Die Bestimmung erfolgt in mehreren Schritten.

1. Schritt: Ansatz fir Gmit (X,p) I G:
p=j (x)
Po =] (Xo)
Gesucht istj (X).
Nach einigen Umformungen und Substitutionen ergibt sich:

je=2xf(x)
J

und j (%)=p,* 0
Diesist eine Differentialgleichung erster Ordnung fir j (X).

2. Schritt: | (X) wird berechnet.
Man |6st eine Differentialgleichung erster Ordnung fur x(t), indem man
dx

— - dt
i (%)
einsetzt. Es ergibt sich das Folgende:
t- t = \XE
"R ()

Daraus erhdlt man t as Funktion von x. Aufgelést nach x(t) hat man dann die
Parameterdarstellung der Phasenkurve durch (Xo,p).
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Beispidl: Gesucht ist die Ldsung des folgenden Anfangswertproblems:

.2 . 2
= 2xx2 - X(3+2X ) mit x(0)=1, x(0)=2 und x>0
3+ X 2X

Substitution ergibt:

x=p U
b 200 p3+x) i
3+x° 2x° [}
- ” y P
O p=j(x) ( )’l‘
_pl3+x)
b=] &)xp 3+x 2x° i:)
. _ 3+ . 2X . 3+ X
P €)= (9- T b i - 22 0+ =0
Nach Lésungsformel fr Differentialgleichungen erster Ordnung ergibt sich
( € . u gay? |
) Bls)ds € B(s + :
i (9=e% "%, - § Al dtﬂ— 2X =p
ao e g X
é =212 0

Damitist die Phasenkurve bestimmt. Weiter kann berechnet werden:
3+x2

X

t- EBle ( [In|3+s|] =ln——

b x(t)=+J/4e' -3  mit t>|n%

Diesist die LAsung des angegebenen Anfangswertproblems.

12.9.6 Spezielle autonome Differentialgleichungen 2. Ordnung:
Wenn sich die Differentialgleichung schreiben 183t al's

X = f(x),
dann lassen sich ein Potential (potentielle Energie), kinetische Energie und Gesamtenergie
einer Masse m = 1 definieren.

12.9.6.1 Potential (potentielle Energie):
Eine Funktion U(X) heilt Potential oder potentielle Energie, wenn U (x) = - f(x) gilt.

U(x)=- é f (e)de
12.9.6.2 Kinetische Energie:
Siewird definiert as E,, (p) :%Xz = % p2.

12.9.6.3 Gesamtenergie:
Die Gesamte Energie eines Massenpunktes im Kraftfeld f am Ort x mit dem Impulsp ist die
Summe von kinetischer und potentieller Energie:

E(x, p)=% p* +U(x)
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12.9.6.4 Energiesatz:
Fur alle Punkte (x,p) einer Phasenkurve gilt der Energiesatz:
E(x, p) = E, = konst.
b U(x)£E,
Die Phasenkurven sind Niveaulinien der Energiefunktion bzw. Teile davon.
12.9.7 L 6sungsverfahren der speziellen Differentialgleichung:

Es entfallen einige bel der allgemeinen autonomen Differentialgleichung notwendige Annahmen
bzw. Schritte. Es darf nun p, = 0 sein.

1. Schritt: Das Potential wird aus U (x) = - (‘): f(e)de berechnet.
Die Phasenkurve folgt dann aus dem Energiesatz.
2. Schritt: Der Impuls 143t sich berechnen mit

p=j (x)==/24E, - U(x))

E, = E(XO’ po)

3. Schritt: Man gewinnt die Losung mit der schon angegebenen Formel t -t = éﬁ

ji(s)

12.9.8 Autonome Differentialgleichungs-Systeme:
Das allgemeine System lautet: ~ x = v(x)

35 0

Ein singulérer Punkt sei  Xg :g mit \_/(l(s):Q :

Xos @

12.9.8.1 Linearisiertes System:
Ist v(x) in eine Taylorreihe entwickelbar, so heil3t das System

éa.[vl ﬂvl 9

1 | =+

x= Adx- x) mit Azv) =gt el
e Ly, W, -

gﬂX1 Xs ﬂxz ZSE

linearisiertes System.

Ermittelt man fir das linearisierte System einen singuléren Punkt eines bestimmten Typs, so ist
er auch ein singulérer Punkt gleichen Typs fur das nicht-linearisierte System.
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12.9.9 Klassifizierung von singuléaren Punkten, Phasenportraits:

12.9.9.1 Knotenpunk:

Ein Knotenpunkt liegt vor, wenn die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung reell sind und
gleiches Vorzeichen besitzen. In der Umgebung
des singuldren  Punktes verlaufen  alle
Phasenkurven durch ihn hindurch und haben hier,
fals keine Doppelwurzel vorliegt, eine
gemeinsame Tangente. Im  Falle einer
Doppelwurzel haben die Phasenkurven entweder
eine gemeinsame Tangente, oder durch den
singuldren Punkt verlauft in jeder Richtung eine
eindeutige Kurve.

Handelt es sich um ein lineares autonomes
DGL-System, so werden noch Knotenpunkte 1.

Art und K notenpunkte 2. Art unterschieden. Abbildung 18: Knoten 1. Art

Abbildung 19: Knoten 2. Art
A

12.9.9.2 Strahlpunkt / Sternpunkt:

Als Strahlpunkt bezeichnet man einen
Knotenpunkt, durch den Phasenkurven der Form
y = C-x gehen.

\/

Abbildung 20: Sternpunkt
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12.9.9.3 Sattel punkt:

Als Sattelpunkt bezeichnet man einen
singuldren Punkt, durch den genau zwe
Phasenkurven verlaufen. Die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung sind dann reell
und besitzen verschiedenes Vorzeichen.
Sattel punkte sind immer instabil.

12.9.9.4 Strudel punkt:

Sind die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung konjugiert-komplex, dann ist der
singuldre Punkt ein Strudelunkt, auf den sich die
Phasenkurven in unendlich vielen Windungen
aufwinden.

12.9.9.5 Wirbelpunkt:

Ein singulérer Punkt, in dessen Umgebung
ausschliefdich geschlossene Phasenkurven liegen,
heilt  Wirbelpunkt. Die charakteristische
Gleichung muf3 rein imaginare Wurzeln haben.

10)oAUSSIH

Eigenvektor

Abbildung 21: Sattelpunkt

singulérer
Punkt

Abbildung 22: Strudelpunkt

singuldrer

Punkt @

Abbildung 23: Wirbelpunkt

Seite 96



12. Gewohnliche Differentialgleichungen o s dn

12.9.9.6 Stabilitat von singularen Punkten:

Gilt fur einen singuléaren Punkt (x,0), dal3 zu jedem e > 0 ein d > 0 existiert, wobei fir eine Wahl
des Anfangspunktes (x.° %) mit dem Abstand d. < d zum singuldren Punkt die zugehtrige
Phasenkurve einen Abstand d. < e zum singul&ren Punkt hat, dann heif3 der singuléare Punkt stabil.
Die Pfeilrichtung der Phasenkurve weist auf den singuléren Punkt.

Ist diese Bedingung nicht erfillt, so heil3t der singulére Punkt instabil.

12.9.9.7 Stabilitatskarte fur lineare autonome DGL-Systeme im R2;

DGL-System: X = AxX

Bezeichnungen:
_a bo
c dg
1 1
a=—>Spur A==-xa+d
S 7Spur A= Xa+d)
g =det A
b=.a’-g|

l,,1,: Eigenwertevon A

Es treten dann verschiedene Félle auf:

1. Fall: Sattelpunkt: g <OP b >la|. Die Eigenwerte haben verschiedenes Vorzeichen.

2. Fall: Gerade von singuléren Punkten: g =0 und a * Ob b =fa|.
Ein Eigenwert ist null, der andere nicht.

3.Fal: Knoten 1. Art: 0<g <a’Pp b <[a|. Die Eigenwerte haben gleiches Vorzeichen.

4.Fal: g=a®*U b =00 I,=1,=al R.Esgibt nur einen Eigenwert.
4.1: Sternpunkt: Die Eigenvektoren spannen den R2 auf.
4.2: Knoten 2. Art: Die Eigenvektoren spannen den R2 nicht auf.

5. Fall: Srudelpunkt: g >a? U0 |,,I,T R Die Eigenwerte sind konjugiert-komplex.
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Knoten Strudel- Strudel- Knoten
1. Art punkte punkte 1. Art

stabil stabil instabil - instabil

5
2/s
By

&N

-

2\ -
A
)
2

=
2
w

% »
=
s 3

Wirbelpunkte

Y=o

Gerade von sP
instabil

Sattelpbunkte

sthbil

y <0

Abbildung 24: Stabilitatskarte fur lineare autonome DGL-Systemeim R?2
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13. Fourierreihen

13.1 Trigonometrische Polynome und minimale Integralmittel

13.1.1 Periodizitat:
Eine skalare Funktion f(x) heif3 periodisch mit der Periode T > O oder auch T-periodisch, falls
f(x) =f(x + T) fur alereellen x gilt.

Ist eine solche Funktion f T-periodisch, so ist
g(x)= (0
e o

2p-periodisch. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich ausschliefdlich auf 2p-periodische
Funktionen.

13.1.2 Trigonometrisches Polynom n-ten Grades:
So bezeichnet man folgendes Polynom:
T.(X)=a, +Q (a, >coskx+b, >sinkx) mit a,b T R

k=1

13.1.3 Primére Problemstellung:
Gegeben sai eine 2p-periodische Funktion f.

13.1.3.1 Kann f durch ein bestimmtes trigonometrisches Polynom besonders gut angendhert
werden ?

13.1.3.2 Was heifdt ,, gute Anngherung” Uberhaupt, wo f doch nicht einmal stetig sein muf3, aber
jedes T, stetigist ?

13.1.3.3 Welche zusétzlichen Forderungen sind an f bzw. an die Koeffizienten a,, b zu stellen so
dai3 die formale Reihe

S, (x)=1imT, () =2, + & (3 coskoc+ b, >sin ko

k=

iy

konvergiert ?
13.1.3.4Wenn S (X) fur ein reelles x existiert, gilt dann f(x) = S(X) ?

13.1.4 Integralmittel:
Als Mal3 der Anndherung wahlt man das sogenannte Integralmittel:

&, =, (8.2, b b,) = Q [F(X)- T, ()] xax

13.1.5 Fourierkoeffizienten (FK):
Minimiert man das Integralmittel, so ergibt sich Folgendes:

a, :%x(‘i f (x) >dix

1 ¢
>0 f (x) xcoskx >l

a

1 » .
b, _EXO” f () >sin kxxdx

Existieren diese Integrale, so heif3en die Terme Fourierkoeffizienten (FK) von f.
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13.1.6 Unter scheidung bei geraden und ungeraden Funktionen:

Sei eine 2p-periodische Funktion f(X) gegeben, deren Fourierkoeffizienten fur alle k existieren.
Dann gilt:
f ist eine gerade Funktion:

1 ¢
=152 (x)xd
70 (x)>clx
=pg><é f (x) >coskxxdx
b =0

f ist elne ungerade Funktion:
a,=a, =0

2 ¢ .
== f kx xd
= 2§ inkoce

13.1.7 Konvergenz:
Ist f stetig im Intervall [- p,p] und 2p-periodisch, dann gilt:

¥ > 1o 1 (oo 23 + 4 (e +17)
p k=1
Die Fourierkoeffizienten streben gegen null, wenn k gegen unendlich geht.

13.1.8 Fourierreihe;

Ist f stetig und stiickweise glatt im Intervall [- p,p] sowie 2p-periodisch, dann konvergiert die
Fourierreihe gleichméal3ig und absolut, und es gilt:

1. - n
S, ()= lim fpg+lim f o
Betrachtet man eine algemeine 2L-peri odische Funktion f, so gilt fur die Fourierreihe:

S(x) :%ao + a gan >005g—xg+b >smg—p x99

17
mit =1 ><(‘i f (x)>cosZER. P Osix
L eL g
1 ¢ &P 0
b, =—%q f(X)>sinc— x+xdx n=0,12,...

13.1.9 Dirichlet-Term:
Dieser wird aus dem trigonometrischen Polynom gewonnen.

T,(x)= a0+a(ak>coskx+bmsmkx)

,L

é é u u

1 ae al ¢ . . G, U
=50 f(t)><g§+21(coskt >coskx+smkt>snkx)g>dtq
e =cos[k>( x—t)] g H

f(t )x% + énl coglk x- t)]gmlt
e k=1 u

=D, (x-1)

11
T |
ﬁ«: @D
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Der Dirichlet-Term hat folgende Eigenschaften:

A 16 U
sn%ﬁ—gmu
2g

D, (u) =
2><sinE
2

1 o _
>Q D, (u)xdu =1

Daraus folgt fUr das trigonometrische Polynom:

T

9=

f(x- u)xD, (u)xdu

13.1.10 Fourierreihenentwicklungen einiger 2p-periodischer Funktionen:

Funktion Fourierreihe
| fx)= 2. 4.4 coslen)
(ffong =] pEXED oo
i snx  0E£x£p _2 ﬂ)g@os(2x)+cos(4x)+cos(6x)+ q
P pé 18 36 57
f(x):g 4 g cod(2n- 1)x]
=l x pExes o R ey
T X O£ XE .
i P _p_ 4>%eosx+cos(3x 005(25x)+m9
2 e 5
_ 4 & sin[(2n- 1)x]
(=) = “P=X=O =08 o
=
11 0£xE - - ;
| x£p ZE@nXJrsn(Bx)Jrsm(Sx)erg -
p e 3 3)
_p? ., & . cos(nx)
f()=x" -pExEp f="g w4 b s
2 ..
_p" 4>€%osx- cos(fx)+cos(23x)_ . 9
3 e 2 3 [%)
3 sin(n
x 0Ex< (9=p-24 31 o
f(X):lO = n . . .
| - 2)éeéimﬁ_s|n(2x)+s|n(3x)erg
e 3 2

Tabelle 4: Fourierreihenentwicklungen einiger 2p-periodischer Funktionen
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13.2 Eine Anwendung auf die Saitenschwingung

Gegeben sei eine Saite der Lange p, die an beiden Enden eingespannt sei und auf die keine
aul3eren Kréfte einwirke.

13.2.1 Zugehotriges Randwer tproblem:

y(0,t)=y(p.,t)=0 firalet

13.2.2 Separierte Differentialgleichungen:
Man erhélt als Ansatz:

T@)-1 =7(t)=

Xt)- X (x)

0
0

13.2.3 Ermittlung der Eigenfunktionen:
Unter Beriicksichtigung der Anfangs- und Randwerte ergibt sich:

X, (x)=C>sin(k>x)
T, (t) = d,, xcos{c X %) +d,, >sin(cx %)

13.2.4 L6sung der Differentialgleichung:

Yi (X’t) =X, (X)>Tk (t)

&y (xt)  nlN

k=1

13.2.5 Fourierreithen von f bzw. g:

Falls § v, (x.t) existiert und Differentiation und Summation vertauschbar sind, so folgt:
k=1

F(x)= 4 d,, ssin(k)
k=1
¥
o(x)= & d,, xcrkin(kx)

k=1

Dies sind die Fourierreihen von f bzw. g.
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14. Kurven und Flachen

14.1 Kurven im R2 und R3

14.1.1 Parameter dar stellung eines Kurvenbogens, Par ametertransfor mation:
x: [ab]=R", ni {23
heil% Parameterdarstellung eines Kurvenbogens, wenn x(t) stetig und differenzierbar ist, sowie
die Ableitung nach t im Intervall [a,b] nicht null ist.
Eine Parametertransformation heifdt ,zuléssig®, wenn sie bijektiv und stetig ist, sowie tberall
eine positive Ableitung besitzt. Bei zulassigen Parametertransformationen andert sich die Richtung
einer Tangente nicht.

14.1.2 Spezielle zulassige Par ameter transfor mation auf ,, Bogenlange”:
Die Lange einer allgemeinen Kurve lautet:

1(K) = &y lxt )7 =t
s{t)= ém it

Diesist eine zuléssige Parametertransformation.

14.1.3 Tangentenvektor, Normalenvektor und Krimmung einer Kurveim R2:
1 &0

Je+e B

Tangentenvektor: t (t) =

Normalenvektor: g(t):; & %20

w/X12+X12 ”é).(l 5

Krimmung: k(t):l(H;% mit X° =§8sz2
X 1 @

14.1.4 Begleitendes Dreibein einer Kurveim R3:
Sei x(s) eine Parameterdarstellung einer Kurve im R3 parametrisiert nach der Bogenlange.

Dann heiRen t(s) = x\(s) Tangentenvektor,

(
D(S):E—(S) for t4s)* 0 Hauptnormalenvektor

und  b(s)=t(s)" n(s) Binormal envektor.

{t(s).n(s),b(s)} heiRkt begleitendes Dreibein der Kurve. Es bildet eine Orthogonalbasis des R?.
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14. Kurven und Flachen

14.1.5 Frenetsche Formeln:
Sei x(s) eine Parameterdarstellung einer Kurve im R3 parametrisiert nach der Bogenlange.

{t(s).n(s).b(s)} sei das begleitende Dreibein.

k(8)=1)

Man nennt dann Krimmung und

t(s)=-b'(s)=(s)  Torsion oder Windung.

Daraus folgt dieses Differential gleichungs-System:
(
t =k

n®=-k 1%+t b

b®=-t
Mitx =t ist x(s) dann bis auf eine Trandation eindeutig bestimmt.

14.1.6 Bezuglich der Zeit parametrisierte Kurven im R3:

Tangentenvektor: t=2
B
Binor mal envektor: b= 1( X
R
Hauptnor malenvektor: n=b"t
Krummung: K = |l(. 31<|
X
Torsion / Windung; t = (X" %) ’25
(x~ )

14.2 Einfihrung in die lokale Theorie der Flachen im R3

14.2.1 Par ameter dar stellung eines Flachenstiickes, Parameter transfor mation
x: Gl R?—R?® heillt Parameterdarstellung eines Flachenstiicks x(G) im R3, fallsx in G stetig

10

(uv)=x(uv)

differenzierbar ist und fur ale (u,v) aus G gilt: x,” X
Eine Parametertransformation f : G1 R* Gl R? heif} zulassig, falls f bijektiv und stetig

a1 (uv)o

(uv)f (u ,v):gf ()

differenzierbar ist. Dariiber hinaus muR die Jacobideterminante positiv sein. J, (u,v)>0 fir alle

(u,v) aus G.
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Ist f eine zul&ssige Parametertransformation, dann andert sich die Richtung von x, ~ x, unter f
nicht.

|
I

<

Normalenvektor der Flache x(G):

IS
I

I

c

I

14.2.2 Kurven auf Flachen:
Séi g:[ab]il R>Gi R? die Parameterdarstellung einer ebenen Kurve in G. Dann ist

Xog: [a,b]1 R R? die Parameterdarstellung einer Kurve auf der Flache x(G).

Deren Tangentenvektor ist gegeben durch: %()_(o g )=x, (g_; (t)a(t) + x, (g_; (t))=(t)

Die Tangente liegt in der von x, und x, aufgespannten Ebene. %()_(o g )A (x,” x,)

14.2.3 Koeffizienten der 1. Fundamentalform:
Die Bogenlénge wird bestimmt durch

2
d(_ o - g2
pm xog)| =[x,u+x
_ .2 .. .2
- z(uz(uu +21(ul(VUV+l(vz(vv
E

E, F, G heil3en Koeffizienten der 1. Fundamentalform.

2
agls o

Sdt o

Schreibweise: ds® = Exdu? + 2F xdu xdv + G xdv?
14.2.4 Eigenschaften, Anwendungen:

Seéi x: Gl R?—R?® die Parameterdarstellung der Flache x(G) und E, F, G die Koeffizienten
%/—/

(uv)=x(uv)

der 1. Fundamentalform. Dann kann Folgendes formuliert werden:

1424118t t>gt) = ?’82 die Parameterdarstellung einer Kurve in G, und die Verkettung von
= 2

x und gverbinde auf G die Punkte a und b. Dann gilt fir die Bogenlange s der Flachenkurve:

5= é;\/EuZ + 2FV + GV2 xdt

14.2.4.2 Seien g und g die Parameterdarstellungen zweier Kurven in G, die sich fur ein t
schneiden. Dann schneiden sie sich unter dem Winkel a mit
— EuluZ + F(Ulvz + UZV1)+ levz

cosa =
[Eu,u, + F(0V, +U,V, )+ GV,

14.2.43Durch |x,” x,|=VEG- F? wird der Flacheninhalt des von x, und x, aufgespannten
Parallel ogramms bestimmt.
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14.2.5 Flachen in expliziter Form:

Esqilt algemein:
I (a;el(j
Iy =20
& u o 'l(“_éfoz
x(u,v)=g v + b I .o
Sf(uv)y ! 8@9
V)@ Il(v:(}1+
| -
P &g

Normalenvektor auf die Tangential ebene:
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15. Kurven- und Oberflachenintegrale

15.1 Orientierte und nicht orientierte Kurvenintegrale

15.1.1 Orientiertes Kurvenintegral:
Sei x: [ab]> Gl R? (R?) eine Parameterdarstellung der Kurve C. Es sei f:GHR? ®?)
eine stetige Funktion. Dann heil3t

Of >alx = ¢ f (x(t)) s(t) et

C
orientiertes Kurvenintegral von f langs C.
Andere Schreibweise:

Of xdx = of, xax, + f, xdx, + f, >ax,
Cc Cc

bzw.  )f xn>ds = of selx” = O (x(t)) " et
C C

15.1.2 Nicht orientiertes Kurvenintergal:
Istj : G—>R stetig, so heif¥t

. . b _
O Hdx = s = Qi (x(t) Ax(t) xct
C C
nicht orientiertes Kurvenintegral vonj langs C.
15.1.3 Eigenschaften von Kurvenintegralen, Rechenregeln:
15.1.3.1 Bei zuldssigen Parametertransformationen verandern orientierte und nicht orientierte

Kurvenintegrale ihren Wert nicht.

15.1.3.2 Fir reellea, b, stetige Skalarfelder | , y , und stetige Vektorfelder f, g gilt:
Jaxt +bxg)dx=axyf xdx+bxpdx
C C C
Jax +bx )xdx = ax)) Adx+bxy %dx
C C C
15.1.3.3 Weitere Eigenschaften sind:
of xdx=-f xdx
-C C
0 HdX=g Hdx
-C C
of xdx= of xdx+ gf xdx
C,+C, (o} G,

§ A= g Ao+ § ox

G +Cy
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15.1.3.4 Es gelten folgende Abschétzungen:

AdX

Of X £ 9f
C

0 X £ g [AdX

15.1.4 Potential eines Vektorfeldes:

Ist C eine geschlossene Kurve innerhalb
eines sternférmigen Gebietes, und existiert
ein skalaresFeld j , so dal?

gradj = f

ist, dann gilt immer of xdx=0
C

j heild Potential desVektorfeldest.

Abbildung 25: Sternférmiges Gebiet

15.1.5 Sternfor miges Gebiet:

Unter einem sternformigen Gebiet versteht man ein Gebiet im R3, in dem es mindestens einen
Punkt gibt, von dem aus es Geraden zu jedem anderen Punkt in dem Gebiet geben kann, die die
Grenzlinien des Gebietes nicht Uberschneiden. Von diesem Punkt ausgehende Strahlen
durchschneiden die Grenzlinien des Gebietes demnach genau einmal.

15.2 Orientierte und nicht orientierte Oberflachenintegrale
Allgemein betrachtet man Oberfl&chenintegrale ebenso wie Kurvenintegrale.

15.2.1 Orientiertes Oberflachenintegral:
Seé  x: Gl R?—>R?® ene Parameterdarstellung des Flachenstickes F. Es sa

f: D R® (F1 DI R®) ein stetiges Vektorfeld. Dann heift
of >do= g «x,” x,)]d(u,v)
F G
orientiertes Oberflachenintegral von f auf F.

Ahnlich setzt man das komponentenweise zu berechnende Integral

of " do=ggf " (x,” x)]d(uv).

F G
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15.2.2 Nicht orientiertes Oberflachenintegral:
Istj : DR (Fi DI [R{3)einestetigeskalareFunktionsoheiBt

g >do= g (x(u,v))%x,” x,[xd(u,v)

nicht orientiertes Oberfl&chenintegral vonj auf F.

15.2.3 Rechenregeln:

15.2.3.1 Oberflachenintegrale verandern ihren Wert nicht, falls eine zuldssige Parameter-
transformation durchgefihrt wird.

15.2.3.2 Fir reelle a, b, stetige Funktionenj ,y , und stetige Vektorfelder f, g gilt:
daxi+bxg)>dgzax(‘)i>dg+bx(‘£xdg
F F F

JJax +by )xdo=axg xdo+bxgy do
F F F

15.2.3.3 Weitere Eigenschaften sind:
gf do=- ¢f >do
-F F

(‘)’ >do=(‘j xdo
-F F

(‘)i xdo = di xdo + (‘)i xdo
F+F, F F,
O xdo=( xdo+ ¢j xdo
Fi+Fy F F>
15.2.3.4 Es gelten folgende Abschétzungen:
Of *do £ (| do
F

F

o >do£(‘f | xdo
F

F

15.3.3 Explizit gegebene Funktionen:
Ist F explizit gegeben durch eine Funktion z = f(x,y), dann /3 sich sagen:

&k X 9
X(xy)=¢ y =
&f(xy)z
&l o a0 0 e .0
b X, =g0%, X, =61+ b X,  X,=¢ f,1
&he &y &1 5
do=|X," X [xd(xy)= 1+ f2+ 12 xd(xy)
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16. Integralsatze und Vektoranalysis

16.1 Satz von Gaul in Ebene und Raum

16.1.1 Divergenz eines Vektorfeldes:
Es gilt (Ubertragbar in Ebene und Raum):

210
divv=divgv+=u, +v, +Ww,
W

16.1.2 Satz von Gaul3 in der Ebene:
Sei G ein geeignetes Gebiet des R2? (sternférmig). Sel weiter die Randkurve G so parametrisiert,

dal3 G, links* von G liegt. Es sl v ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

Adx” =- gylivv(x)d(x.y)

| . & i}
Mit \_/=§ 1§:§Q 8 folgt:
Vog & Pﬂ

P >dx+Qxdy = ffQ, - P,)xd(x.y)
1G G

16.1.3 Satz von Gaul3 im Raum:

Sei G en geeignetes Gebiet des R3 (sternformig). Die Randflache sai durch x(u,v) so
parametrisiert, dal3 x,” X, nach ,aulen zeigt. ES sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann gilt:

o >do = gggstiv v(x)d(x, v, 2)

16.1.4 Flul3 von v durch JG:
AlsFluR von v durch G wird das Integra (‘ﬁ\_/ ><r_1) xdo bezeichnet.

1G

16.1.5 Zirkulation von Vektorfeldern:
Sieist fir alle geschlossenen C definiert al's

of xdx=2.

C

IstZ=0bzw. gradj =f,
dann heil® das Vektorfeld v zirkul ationsfrel.
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16.2 Satz von Stokes

16.2.1 Rotation eines Vektorfeldes:
Die Rotation rot v ist definiert als:

2 0
8@9 clx+ a6 gWy'VZQ
rotv=rotdvs=5_"-"" dvs=cu, - w+

SWE Ql; SWB gvx'uyb

ezg

Ist rot v = 0, so handelt es sich um ein wirbelfreies Feld. v ist dann ein Potentialfeld im
entsprechenden Gebiet.

16.2.2 Satz von Stokes:
Es sei F ein Flachenstiick definiert auf einem Parameterbereich G 1 R?. Dieser sei so
beschaffen, dald der Satz von Gaul? anwendbar ist.

AuRerdem sei die Abbildung x: G — R?, die F bestimmt, zweimal stetig differenzierbar. Ist nun
das Vektorfeld v auf einem Gebiet, das F enthalt, stetig differenzierbar, so gilt der

Satz von Sokes:

gotvxdo = cy>dx
F

1F

16.2.3 Vektorpotential:
Essei v: G — R® stetig differenzierbar und G sternférmig. Es existiert ein ,, Vektorpotentia“ a

dseinin G stetig differenzierbares Feld mit rota=v0 V" a=v ,wennin G folgendes gilt:

divv=u, +v, +w, =0

16.3 V-Rechnung (Nablarechnung)

16.3.1 V-Operator:
Er wird folgendermal3en definiert:

V:égkxﬂ— imR"

k=1 Xk
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16. Integralsdtze und Vektoranalysis

16.3.2 Rechenregeln:
Fur skalare Felder j , y und fur Vektorfelder f, g gilt:

)
)
frg)=v' 1
Vi y )i Wy +y
V% i) fXV% 4] ><V><f—f>gradj +] >d|vf
Vof xt)=- 17V 4 0 £
vAf g)=g{v 1) 1AV g)
Vot g)=1 g- g{v i)+ £ {Vog)- g X
VAV4 )=D =) ot yti o
VAV 1)=0
vV (V4 )=0
v (v 1)=vAvxt)- Df =vofwt)- 1 +fw+iﬂ)

16.4 Der Green’sche Integralsatz

16.4.1 Green’scher Integralsatz:
Es s8 G ein Gebiet im R3, so daR der Satz von GauR gilt. Sind u, v auf zweima stetig

differenzierbar, dann gilt mit dem nach aul3en gerichteten Normaleneinheitsvektor n von JG:
& Tu
V X——

-u >¢_1><do

—a
|3T<
Q-0

(‘I‘ﬂVXDU- uDv x y,
G

|3

1G

Hierbei ist D der Laplace-Operator.

16.4.2 Anwendung:
Essal G ein Gebiet, so dal3 der Satz von Gaul3 gilt, und es sei U zweimal stetig differenzierbar in

G =GEG.GiltDu=0auf G, soist fir x, aus G:

é i u
1.8 1 v‘ﬂu+(z< 1(0):3>‘uuxdo
4P og@x- X Tn|x- x|°  §

U(l(o) =
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16.5 Exakte Differentialgleichungen

16.5.1 Exakte Differentialgleichungnen:
Eine Differentialgleichung der Form

P(x,y)+Q(x,y)xy(=0

mit stetigen Funktionen P,Q: G— R hellé in G exakt, wenn es eine stetig differenzierbare
Funktion F gibt die die folgende Bedingung erfullt:

grad F :gag!%

F muB also das Potential des Vektorfeldes gg% sein.
a

Haufig schreibt man exakte Differentialgleichung in der Form
Pxdx+Q>xdy =0U E@%«jgzo.
Qg

o)

Fur das Potential F gilt: F(x, y)= Q,, )P>dx+Q><dy

16.5.2 Exakte Differentialgleichungen in ster nfor migen Gebieten:
In sternférmigen Gebieten mit stetigen Funktionen P,Q: G— R gilt Folgendes:

P(x,y)+Q(x,y)xyt=0
Ist genau dann exakt, wenn
Qx = Py
gilt. Diese Bedingung heil3t I ntegrabilitatsbedingung.

16.5.3 Spezielle Vektorpotentiale:
Hat das Potentia F die Form
F(x f(x)=c [=F(x. )],
dann ist f(x) Losung der Differentialgleichung P(x, y)+ Q(x, y)xy¢=0.

16.5.4 Singulére Punkte von exakten Differ entialgleichungen:
Diese ergeben sich aus diesem Gleichungssystem:

P(X,,Y,) =0
Q. o) =0

16.5.5 Integrierender Faktor m(x,y):
Alsintegrierenden Faktor bezeichnet man den zweimal stetig differenzierbaren Term m(x,y), der
nicht null ist, welcher sich aus dieser Bedingung ergibt.
P>m, - Q>m,
- * == J = Qx - Py
m

Damit werden nicht exakte Differentialgleichungen zu exakten Differentialgleichungen.

m>P+m>Q>y(=0

Die L6sung erhédlt man dann wieder aus F(X, y) = Q‘(;?y))mXP xax + m>Qxdy .
Yo
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16.5.6 Bestimmung von integrierenden Faktoren fur bestimmte Differ entialgleichungen:

P -
16.5.6.1 Stellt j (x) =2 QQX eine nur von x abhangige Funktion dar, dann ist;

16.5.6.2 Stellty (y) = R 5 Y. eine nur von y abhangige Funktion dar, dann ist:

16.5.7 Implizite L 6sungen von nicht exakten Differentialgleichungen:
16.5.7.1 Wesentlich verschieden heif3en zwel integrierende Faktoren m und n, wenn es keine
reelle
Zahl | gibt,soda3 m=I >n

16.5.7.2 Implizite L6sung: m(x,y) =c, cI R
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A. Anhang: Tabellen und Kurzreferenzen

A.1 Trigonometrische Funktionswerte an besonderen Winkeln

a sina cosa tan a cot a
0 0 1 0 +¥
p 1 1\/— 1

P 1 17 15

6 2 2 3 \/5
P 1\/— 1

L =2 =2 1 1
4 2 2

p 1 1 1
L —.J3 - —3
3 2\/_ 2 \/5 3\/_
p

— 1 0 +¥ 0
2

p 0 -1 0 ¥
3

L -1 0 +¥ 0
2

2p 0 1 0 +¥

Tabelle 5: Trigonometrische Funktionswerte an besonderen Winkeln

A.2 Zusammenhange der trigonometrischen Funktionen

sina cosa tan a cot a
tana 1
siha = A1- 2
1- cosa J1+tan?a J1+cot?a
1 cota
cosa = \J1- sin?
1-sn"a J1+tan’a vJ1+cot’a
ton 3 = sina V1- cos’a 1
\/1- sin’a cosa cota
V1- sina cosa 1
cota = N e —— —
sina J1- cos’a tana

Tabelle 6: Zusammenhange der trigonometrischen Funktionen

Hierbel liegt a im 1. Quadranten.
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A.3 Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

A.3.1 Summe und Differenz:

sinfa +b)=sina >cosb +cosa >sinb

cos(a + b):cosa xcosb ¥sina »sinb
tana tanb

1¥tana danb

_cota xcotb ¥1

~ cota +cotb

tanfa £b )=

cotfa +b)

A.3.2 Vidfache:

sin2a =2:sina >cosa
cos2a =cos’a - sin’a

tan2a :—2>¢an2a
1- tan“a
2
cot2a = cot‘a -1
2xcota

sin3 =3sina - 4>sin®a
cos3a =4xcos’a - 3xcosa

sinda =8>sina xcos’a - 4>sina xcosa
cosda =8xos’a - 8xcos’a +1

A.3.3 Potenzen:

sn’a :%>(1- cos2a )

cos’a = % X1+ cos2a )

sin’a :%>(3>sina -sin3a)

cos’a = % {3>cosa +cos3a )
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A.4 Einheitskreis

Am Einheitskreis lassen sich fir einen gegebenen Winkel die trigonometrischen Funktionen
ablesen.

Aky
2. Quadrant 1. Quadrant
1
tan o
sin o
o
1 0 1 X

CoS o
cot a

3. Quadrant -1 4. Quadrant

Abbildung 26: Einheitskreis
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